Zwr Theorie des (lesetzes
der Inergievertetlung im Normalspectin;
von M, Plancl,
(Vorgetragen in der Sitzung vom 14. December 1900.)
(Vgl. oben S, 285.)

M. H.! Als ich vor mehreren Wochen die Ihre hatte,
Ihre Aufinerksamkeit auf eine neue Formel zu lenken, welche
mir geeignet schien, das Gesetz der Verteilung der strahlenden
Energie auf alle Gebiete des Normalspectrums auszudriicken n,
griindete sich meine Ansicht von der Brauchbarkeit Jdor IFormel,
wie ich schon damals ausfiihrte, nicht allein auf die anscheinend
gute Uebereinstimmung der wenigen Zahlen, die ich lhuen
damals mitteilen konnte, mitden bisherigen Messungsresultaten 2,
sondern hauptsiichlich auf den einfachen Buu der Formel und
insbesondere durauf, dass dieselbe fir die Abbhiingigkeit der
Entropie eines bestrahlten monochromatisch schwingenden Re-
8onators von seiner Schwingungsenergie einen sehr einfuclen
logarithmischen Ausdruck ergiebt, - welcher. die Moglichkeit
einer allgemeinen Deutung jedenfalls eher zu versprechen
schien, als jede andere bisher in Vorschlag gebrachte Formel,
abgesehen von der WirN’schen, die aber durch die Thatsachen
nicht bestiitigt wird.

Kntropie bedingt Unordnung, und diese Unordnung glaubte
ich- erblicken zu miissen in der Unregelmiissigleit, mit der
auch im vollkommen stationiren Strahlungsfelde die Schwin-
gungen des Resonutors ihre Amplitude und ihre Phase wechseln,
sofern man Zeitepochen betrachtet, die gross sind gegen die
Zeit einer Schwingung, aber klein gegen die Zeit einer Megsung,.
Die constante Knergie des stationiir schwingenden Resonators

: 1) M. Pravox, . Verhandl., der Deutschen Physikal. Gesellsch. 2.
- p. 202. 1900.

2) Inzwischen haben die Herren H. Rumens und F. KurLoaoa
(Sitzungeber. d. k. Akad. d.:Wissensch. zu Berlin vom 25. October 1900,
P. 929) filr sebr lange Wellen eine directs Bestitigung geseben,
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ist danach nur als ein zeitlicher Mittelwert aufzufassen, oder,
wag auf dasselbe hinauskommt, als der augenblickliche Mittel-
wert der Knergien einer grossen Anzahl von gleichbeschaffenen
Resonatoren, die sich im nimlichen stationiren Strahlungsfelde
weit genug entfernt voneinander befinden, um sich nicht gegen-
seitig direct zu beeinflussen. Da somit die Entropie eines
Resonators durch die Art der gleichzeitigen Energieverteilung
auf viele Resonatoren bedingt:ist, so vermutete ich, dass sich
diese Grosse durch Einfithrung von Wahrscheinlichkeitsbetrach-
tungen, deren Bedeutung fiir den zweiten Hauptsatz der Thermo-
dynamik Hr. L. Borrzmann!) zuerst aufgedeckt hat, in die
elektromagnetische Theorie der Strahlung wiirde berechnen lassen
miissen. Diese Vermutung hat sich bestitigt; es ist mir
mdglich geworden, einen Ausdruck fiir die Entropie eines mono-
chromatisch schwingenden Resonators, und somit auch fir die
Verteilung der Knergie im stationiiren Strahlungszustand, d. h.
im Normalspectrum, auf deductivem Wege zu ermitteln, wobei
es nur ndtig wird, der von mir in die elektromagnetische
Theorie eingefithrten Hypothese der ,nattirlichen Strahlung
eine etwas weitergehende Fassung zu geben als hisher. Ausser-
dem aber haben sich hierbei noch andere Beziehungen ergeben,
die mir fiir weitere Gebiete der Physik und auch der Chemie
von erheblicher Tragweite zu sein scheinen.

Indessen liegt mir heute nicht sowohl daran, jene Deduction,
welche sich wuf die Gesetze der elektromagnetischen Struhlung,
der Thermodynamik und der Walrscheinlichkeitsrechnung stitzt,
hier systematisch in allen Einzelheiten durchzufithren, uls viel-
mehr daran, Ihnen den eigentlichen Kernpunkt der gunzen
Theorie méglichst itbersichtlich darzulegen, und dies kann
wohl am besten dadurch geschehen, dass ich Ihnen hier ein
neues, ganz elementares Verfahren beschreibe, durch welches
man, ohne von einer Spectralformel oder auch von irgend einer
Theorie etwas zu wissen, mit Htlfe einer einzigen Natur-
constanten die Verteilung einer gegebenen Energiemenge auf
die einzelnen Farhen des Normalspectrums, und dunn mittels
einer zweiten Naturconstanten auch die Temperatur dieser

1) L. Borrzuann, namentlich Sitzungsber. d. k. Akad, d. Wissensch.
eu Wien (II) 76, p. 878, 18717,
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Energiestrahlung zahlenmitssig berechnen kann, I3 wird Thnen
bei dem anzugebenden Verfahren manches willkiirlich und um.
stindlich erscheinen, aber ich lege hier, wie gesugt, nicht
Wert auf den Nachweis der Notwendigkeit und der leichten
praktischen Ausfuhrbarkeit, sondern nur auf die Klarheit und
Kindeutigkeit der gegebenen Vorschriften zur Losung der
Aufgabe.

In einem von spiegelnden Winden umschlossenen diather-
manen Medium mit der Lichtfortpﬂanzungsgeschwindigkeit c be-
- finden sich in gehorigen Abstiinden voneinander eine grosse Anzahl
von linearen monochromatisch schwingenden Resonatoren, und
zwar NV mit der Schwingungszah! » (pro Secunde), N’ mit der
Schwingungszahl +/, /" mit der Schwingungszall »” ete,, wobei
alle ¥V grosse Zahlen sind. Das System enthalte eine gegebene
Menge Energie: die Totalenergie £, in erg, die teils in dem
Medium als fortschreitende Strahlung, teils in den Resonatoren
als Schwingung derselben auftritt. Die Frage ist, wie sich
im stationiiren Zustand diese Knergie auf die Schwingungen
der Resonatoren und auf die einzeluen Karben der in dem
Medium befindlichen Strahlung verteilt und welche Temperatur
dann das ganze System besitzt.

Zur Beantwortung dieser Frage fassen wir zuerst nur die
Schwingungen der Resonatoren ins Auge, und erteilen ihnen
versuchsweise bestimmte willkitrliche lnergien, niimlich den
&N Resonatoren v etwa die Energie %, den N’ Resonutoren o
die Energie %’ etc. Natiirlich muss die Summe:

B+ B+ B ... =8

kleiner sein als /. Der Rest £ — £, entfillt daun auf die
im Medium befindliche Strahlung. Nun ist noch die Verteilung
der Knergie auf die einzelnen Resonatoren innerhall jeder
- Gattung .vorzunehmen, zuerst die, Verteilung der Inergie #
auf die & Resonatoren mit der Schwingungszahl ». Wenn £
als unbeschrinkt teilbare Grosse angesehen wird, ist die Ver-
teilung auf unendlich viele Arten moglich. Wir betrachten
aber — und dies ist Cer wesentlichste Punkt der ganzen Be-
rechnung — Z als zusummengesetzt nus einer gunz bestimmten
Anzahl endlicher pgleicher Teile und bedienen uns dazu der
Naturconstanten % =8,55.10-% [erg x sec]. Diese Constante
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mit .der gemeinsamen Schwingungszahl » der Resonatoren
multiplicirt ergiebt das Knergieelement s in erg, und durch
Division von & durch s erhalten wir die Anzuhl P der Knergie-
elemente, welche unter die ¥ Resonatoren zu verteilen sind.
Wenn der so berechnete Quotient keine gunze Zahl ist, so
nehme man fitr P eine in der Nithe gelegene gunze Zull.

Nun ist einleuchtend, dass die Verteilung der P Energie-
elemente auf dic & Resonatoren nur auf eine endliche ganz
bestimmte Anzahl von Arten erfolgen kann., Jede solche Art
der Verteilung nennen wir nach einem von Hrn., Bourzaann fiir
einen fihulichen Begriff gebrauchten Ausdruck eine ,,Complexion®.
Bezeichnet mun die Resonatoren mit den Ziffern 1, 2, 3 ...
bis &, schreibt diese der Reihe nach nebeneinander, und setzt
unter jeden Resonator die Anzahl der auf ithn eutfullenden
Energieelemente, so erhillt man fir jede Complexion ein Symbol
von folgeuder Korm: ‘

i & 8 __+ 8
1 88~ 11 0 9

1 8 9 10

8
2 20 4 4 5
Hier ist N=10, P=100 angenommen. Die Anzahl aller
moglichen Complexionen ist offenbar gleich der Anzahl aller
moglichen Ziffernbilder, die man auf diese Weise, bei be-
stimmtem N und £, fiir die untere Reihe erhunlten kunn. Um
jedes Missverstiindnis auszuschliessen, sei noch bemerkt, duss
zwei Complexionen als verschieden anzusehon sind, weun die
entsprechenden Ziffernbilder dieselben Ziffern, uber in ver-
schiedener Anordunung, enthalten. Aus der Combinatiouslelire
ergiebt sich die Anzahl aller miglichen Complexionen zu

NN+D.(N+)..N+P-1) (N+P-1!
1. 2 . 83 ... P T w1yl p!

und mit geniigender Annitherung

- (N + P)Av+ P

N¥pF
Dieselbe Rechoung fithren wir bei den Resonatoren der
iibrigen Gattungen aus, indem wir fiir jede Resonatorguttung
-die Anzahl der bei der fiir sie angenommenen Energie moglichen
Jumplexionen bhestimmen. Die Multiplication aller so erhal-
tenen Zahlen ergicbt dunn die Gesamtzah! 9t der bei der ver-



Nr. 17.] Sitzung vomn 14. December 1900, 241

suchsweise vorgenommenen Energieverteilung in allen Reso-
nutoren zusammengenommen moglichen Complexionen.

So entspricht auch jeder anderen willkiirlich vorgenomime-
nen Knergieverteilung B, I, £”, ... eine in der angegehenen
Weise zu bestimmende Zashl 9 von mdglichen Complexionen.
Unter allen Energieverteilungen nun, welche bei constant gehal-
tenem b, = L+ K'4 B . .. moglich sind, giebt es eine
einzige ganz bestimmte, fiir welche die Zahl der moglichen
Complexionen R, grisser ist als fiir jede andere; dicse Knergie-
verteilung suchen wir auf, eventuell durch Probiren; denn sie
- ist gernde diejenige, welche die Resonatoren im stationiiren
Strahlungsfelde annehmen, weun sie insgesamt die Energie #,
besitzen. Dunn lassen sich alle Grossen %, £, L ... durch
die eine Grosse ¥, ausdriicken. Durch Division von # durch N,
- von £’ durch N ete. erbilt man dunn den stationiiren Wert
" der Energie U,, Uy, U/ ... eines einzelpen Resonators einer
jeden Gattung, und durnus auch die riumliche Dicbhtigkeit der
dem Spectralbezirk » bis » 4+ d» ungehorenden strahlenden
Energie im diathermanen Medium:

Bt
u,dy = — U,dv,

wodurch auch die in dem. Medium enthaltene Energie be-
stimmt ist,

Von ullen angefithrten Grissen erscheint Jetzt nur noch
£, als willkiirlich gewithlt. ~Man sieht aber leicht, wie auch
noch /, aus der gegebenen totalen Knergie £, zu berechnen
ist. Denn wenn der gewihlte Wert von L, etwn einen zu
grossen Wert von £, ergeben sollte, so ist er entsprechend zu
verkleinern, und umgekehrt,

Nachdem so die stationire Energieverteilung mit Hiilfe
der einen Constante /4 ermittelt ist, tindet man die entsprechende
Temperatur % in Celsiusgraden mittels einer zweiten Nutur-
constanten & = 1,846.10-1 ferg: grad] durch die Gleichung:

1

b =/¢ﬂ‘.’5m° .
& d Iy,

Das Product 2log®, ist die Kntropie des Systems der Reso-
nuatoren; sie ist die Summe der Kutropien uller einzelneu
Resonatoren,
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- Es wiirde nun freilich sehr umstindlich sein, die ange-
gebenen Rechnungen wirklich auszufithren, obwoll es gewiss
nicht ohne [uteresse wire, an einem einfachen Fall einmal
den so zu erreichenden Grad von Auniherung an die Wahr-
heit zu pritfen. Viel directer zeigt eine allgemeinere, genau
an der Hand der gegebenen Vorschriften ausgefithrte durchaus
* mithelose Rechnung, dass die auf solche Weise bestimmte
normale Energieverteilung im durchstraklten Medium dargestellt
wird durch den Ausdruck:

u,dv =

8nh,t d»
> ’

o Ay
s5%
welcher genau der von mir frither angegebenen Spectralformel

entspricht;

10 da.

/5’1 ([ l = —f;_

c" - 1

Die formalen Abweichungen sind bedingt durch die Unter-
schiede in der Definition von u, und #,, Die obere Formel
ist insofern etwus ullgemeiner, uls sie fiir ein ganz beliebiges
diathermuanes Medium mit der Lichtfortpflanzungsgeschwindig-
keit ¢ gilt. Die mitgeteilten Zahlenwerte von 4 und % habe
ich nus dieser Formel nach den Messungen von F. KurLsaun 1)
und von O. Lummer und E. PriNasurim?) berechnet. ’

~ Ich wende mich noch mit einigen kurzen Bemerkungen
zu der Frage nach der Notwendigkeit der angegebenen De-
duction. Dass das fiir eine Resonatorgattung angenommene
_Energieelement s proportional sein muss der Schwingungs-
zahl v, ldsst sich unmittelbar aus dem héchst wichtigen
Wien’schen sogenannten Verschiebungsgesetz fulgern. Die
Beziehung zwischen u und U ist eine der Grundgleichungen
der elektromagnetischen Strahlungstheorie. Im iibrigen basirt
die ganze Deduction auf dem einen Sutz, dass die Xntropie
eines Systems von Resonatoren mit gegebener Knergie pro-
portional ist dem Logurithmus der Gesamtzahl der bei dieser

1) F, Kurtsavn, Wied. Ann, 66, p. 759. 1898 (Siog — S, =
0,0731 Watt:cm?).

2) O. Luuuer u. E. Puivosusid, Verhandl. d. Deutsch, Physik.
Gesellsch, 2, p. 176. 1900 (J.. & = 2940 p X jread),
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Energie moglichen Complexionen, und dieser Suty litsst sich
seinerseits zerlegen in zwei andere: 1. dass die Entropie des
Systems in einem bestimmten Zustand proportional ist dem
Logarithmus der Wahrscheinlichkeit dieses Zustandes, und
2. dass die Wahrscheinlichkeit eines jeden Zustandes propor-
tional ist der Anzahl der ihm entsprechenden Complexionen,
oder mit anderen Worten, dass irgend eine bestimmte Com-
plexion ebenso wahrscheinlich ist als irgend eine andere be-
stimmte Complexion. Der 1. Satz kommt, auf Strahlungs-
vorgiinge angewandt, wohl nur auf eine Definition der Wahr-
scheinlichkeit eines Zustandes hinaus, insofern man bei der
Energiestrahlung von vornherein gar kein anderes Mittel be-
- sitzt, um die Wahrscheinlichkeit zu definiren, als cben die Be-
stimmung der Entropie. Hier liegt einer der Unterschiede
gegeniiber den entsprechenden Verhiiltnissen in der kinetischen
Gastheorie. Der 2, Satz bildet den Kernpunkt der ganzen
vorliegenden Theorie; sein Beweis kann in letzter Linie nur
durch die Krfahrung geliefert werden. Kr lisst stch auch als
eine nithere Prilcisirung der von mir eingelithrten Hypothese
der natiirlichen Strahlung auffassen, die ich bisher nur in der
Form ausgesprochen habe, dass die Energie der Strahlung
sich vollkommen ,,unregelmissig® uuf die einzelnen m ihr ent-
haltenen Partialschwingungen verteilt. Y Ich beabsichtige die
hier nur angedeuteten Ueberlegungen n#ichstens an anderer
Stelle ausfithrlich mit allen Rechnungen mitzuteilen, zugleich
mit einem Riickblick auf die bisherige Entwicklung der Theorie.

1) M. Pranck, Ann. d. Phys. 1. p. 73. 1900. Wenn Hr. W. Wien
in seinem Pariser Rapport (II, p- 88, 1900) iiber die theorctischen Ge-
setze  der Strahlung meine Theorie der irreversibeln Strahlungsvorgiinge
deshalb nicht befriedigend findet, weil sie nicht den Nuachweis erbringe,
dass die Hypothese der natiirlichen Strahlung die einzige ist, welche zur
Irreversibilitiit fithrt, so verlangt er nach meiner Meinung von dieser Hypo-
these doch wohl etwas zu viel. Denn wenn man die Hypothese beweisen
k&unnte, so wire es eben keine Hypothese mehr, und man brauchte eine
solche tiberhaupt gar nicht erst aufzustellen. Dann wiirde man uber auch
nichts wesentlich Neues uaus ikr abieiten k#nnen. Von demselben Stand.-
punkt aus misste doch wohl auch die kinetische Gustheoric als unbe,
friedigend erkliirt werden, weil der Nachweis noch nicht erbracht ist,
dass die atomistische Hypothese die einzige ist. welche dia Irreversibilitit
erkliirt, und ein entsprechender Vorwurf diicfte mehr oder minder alle
nur auf inductivem Wege gewonnsuen Theorisn treffen,
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Zum Schluss méchte ich noch auf eine wichtige Con-
sequenz der entwickelten Theorie hinweisen, die zugleich eine
weitere Priifung ihrer Zulissigkeit ermoglicht. Hr. Borvrz-
MaANN') hat gezeigt, dass die Kntropie eines im Gleichgewicht
befindlichen einatomigen Gases gleich ist w Klog®,, wobei
B, die Anzahl der bei der wahrscheinlichsten Geschwindig-
keitsverteilung mdoglichen Complexionen (die ,,Permutabilititi),
& die bekannte Gasconstante (8,31.107 fiir O = 16), w das
fiir alle Substanzen gleiche Verhilltnis der Masse eines wirk-
lichen Moleciiles zur Musse eines g-Molecilles durstellt. Sind
nun in dem Gase nuch struhlende Resonatoren vorhanden, so
ist nach der hier entwickelten Theorie die KEntropie des ganzen
Systems proportionnl dem Logarithmus der Zuhl aller mog-
licher Complexionen, Geschwindigkeiten und Strahlung zusammen-
genommen. Du aber nach der elektromaguetisclien Theorie
der Strahlung die Geschwindigkeiten der Atome vollkommen
‘unabhiingig sind von der Verteilung der struhlenden Lnergie,
so ist die Gesamtzahl der Complexionen einfuch gleich dem
Producte der auf die Geschwindigkeiten und der auf die Strah-
lung beziiglichen Zahlen, mithin die Gesamtentropie, wenn f
einen Proportionalitiitsfactor bLedeutet:

flog (B, ¥,) = £ logB, + f'logN,.
Der erste Summand ist die kinetische, der zweite die Strah-
lungsentropie. Durch Vergleichung mit. den vorigen Aus-
driicken erhilt man hieraus:
|=wR=2%F,

oder
k

w = -R~ = 1,62.10-%,
d. h. ein wirkliches Moleciil ist das 1,62.10-2¢ fache eines
g-Moleciiles, oder: ein Wasserstotfatom wiegt 1,64.10-2tg,
da H = 1,01, oder: auf ein g-Moleciil eines jeden Stoffes gelien
1/ = 6,175.10*% wirkliche Moleciille. Hr. O. K. Muyrr?
berechnet diese Zuahl aut 640, 102, also nahe iibersinstimmend.

1) L. Borrzuann, Sitzungsber. d. k. Akad, d. Wissensch., zu Wien
(1) 76. p. 428. 1817 '

2) 0. K Mevex, Die kinetische Theorie der Gass, 2. Aufl. p, 837,
1899, :
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Die Loscumipr'sche Constante 9, d. L. die Anzahl Gas-
molecitle in t cem bei 0° C. und ! Atm. Druck ist:

_ 1018200 .
% R.218.w =2,76.10%.
Hr. Drope!?) findet M = 2,1.10%9,

Die Bourzmann-Drupg'sche Constante e, d. h. die mittlere
lebendige Kruft eines Atomes bei der ubsoluten Temperatur 1
ist:

e=3wR=3k=2,02.10-16,
Hr. Drupk?) findet « = 2,65.10-18,

Dus Elementarquantum der Elektricitiit e, d. h. die elek-
trische Ludung eines positiven einwertigen Ions oder Klektrous
ist, wenn e die bhekannte Ladung eines einwertigen
bedeutet:

iu-Ions

e= 8w = 4,69.10-19 elektrostatisch.

Hr. F. Ricuarz®) findet 1,29,10-1, Hr, J. J. Tuomson?)
neuerdings 6,5.10-10,

Alle diese Beziehungen beanspruchen, wenn die Theorie
iiberhaupt richtig ist, nicht annithernde, sondern absolute Griiltig-
keit. Duher fillt die Genauigkeit der berechneten Zahlen
wesentlich mit derjenigen der relutiv unsichersten, der Strah-
lungsconstanten 4, zusammen, und ibertrifft somit hei weitem
alle bisherigen Bestimmungen dieser Grossen. Ihre Priifung
durch directere Methoden wird eine ebenso wichtige wie not-
wendige Aufgabe der weiteren Korschung sein.

1) P. Druoi, Ann. d. Phys. 1. p. 578. 1900.

2) 1 e .

3) I, Ricuanz, Wied. Ann. b2, p. 397. 1894.

4) J. J. ‘nomson, Phil. Mag. (5) 46. p. 528, 1898,



