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Die Schwarzschildgleichung und der Strahlungstransfer

Die Schwarzschild-Gleichung fiir die Ubertragung von Strahlung einer bestimmten Frequenz
(und beispielsweise der Richtung nach oben) durch ein absorbierendes (und damit auch
emittierendes) Medium lautet:

dl = — Ikodz + Bkodz (1)

Obwohl Gleichung ([1)) auf den ersten Blick eine Ubertragungsgleichung bei gegebenen
Temperaturverlauf ist, ist sie bei Summation iiber alle Wellenléngen und Richtungen und
Beriicksichtigung des Energieerhaltungssatzes eine Gleichung zur Bestimmung des Tempe-
raturverlaufes iiber z bei vorgegebener Gesamtintensitit der {ibertragenen Strahlung. Dazu
ist zuerst B auszurechnen und dann B nach T aufzul6sen.

Der erste Begriff der Gleichung ([l)) wird als Senkenfunktion bezeichnet [die Strahlung
wird in molekulare Energie, Rotationen und Vibrationen und von dort (grofitenteils) in das
thermische Reservoir, d.h. die Hauptatmosphire, umgewandelt|, der zweite Begriff ist die
Quellenfunktion, die die Emission von thermischer Strahlung entlang des optischen Pfades
ermoglicht. Die Emission wird durch die Ubertragung von thermischer Energie der Hauptat-
mosphére auf die Treibhausgasmolekiile verursacht, wobei schwingungs-/drehungsanregende
Zusténde erzeugt werden, die strahlend zerfallen. Das negative Vorzeichen des ersten Terms
zeigt an, dass die Strahlungsintensitidt mit zunehmender (grofieren z-Werten) Weglinge ab-
nimmt, beim zweiten Term ist das Gegenteil der Fall.

| ist die Strahlungsintensitéit in jeder beliebigen Hohe

k ist der Absorptionskoeffizient [die Werte sind fiir die THGs bekannt] und wird in der
Quellenfunktion fiir die Emissionsintensitéit verwendet, wobei angenommen wird, dass
die Kirchhoffsche Gleichung giiltig ist.

o ist die Dichte des absorbierenden/emittierenden Gases

B ist die monochromatische Planck-Funktion.

o Stefan-Boltzmann-Konstante = 5.67 x 1078 W m™2K~*

2h 2.3
% = / Bl,dV == O'T4 (2)

alle v

B, =

v ist die Wellenzahl der betrachteten Linie, T" die absolute Temperatur, ¢ die Lichtgeschwin-
digkeit und A die Planck’sche Konstante.

Die Gleichung lasst sich vereinfacht fiir einen Strahl monochromatischer Strahlung, der von
der Erdoberfliche ausgeht und entlang der z-Achse in den Weltraum gerichtet ist, aufstellen.
Es wird von einer Nullstreuung ausgegangen, die fiir IR-Strahlung sinnvoll ist.

Die integrierte Form der Gleichung wird nicht, da ¢ eine Funktion von z ist, was die
Integration in der Form Gleichung unmoglich macht:

drl
/(I—B) = — koz + const (3)
i.e. In(I — B) = — koz + const

Wenn z =0, I = I

So dass In(I — B) = const



I-B
ln( B):—kgz

I -B

=g~ (ko)
I — B = Iyexp(— kpz) — Bexp(— koz)
I = Ip(exp(— koz)) + B[l — exp(— koz)] (4)

I ist die Intensitéit der Strahlung, die durch die absorbierende Schicht der Dicke z hin-
durchgeht. Der erste Begriff ist ein Ausdruck des Beer-Lambert’schen Gesetzes der Lichtab-
sorption. I ist die Intensitdt der einfallenden Strahlung.

In dieser Form ist Gleichung (|1 auf der vorherigen Seite]) bzw. Gleichung (3 auf der vorhe-|
unvollstédndig, wenn nicht sogar falsch. Denn die Emission strahlender Molekiile
erfolgt nicht nur in einer Richtung, sondern in alle Richtungen mit gleicher Intensitét -
das haben schon [Schwarzschild| (1906) und |[Einstein (1916 bzw. 1917) festgestellt. Fiir das
Verstéandnis reicht es schon die Strahlungen in die Hemisphére aufwérts bzw. die Hemisphére
nach unten (Gegenstrahlung) jeweils zu einer vertikalen Intensitit zusammenzufassen (Zwei-
stromnéherung - siehe Bild . Der tatséchliche strahlende Warmetransport () nach oben
ist dann die Differenz zwischen der Strahlung aufwérts I+ und der Strahlung nach unten
I,. Zum besseren Versténdnis wird Gleichung ({1 auf der vorherigen Seite)) formal durch dz
dividiert.

nach oben FT

nach unten F 1

Diagr. 1: Erlauterung der Zweistromnéherung

Damit entstehen 3 Gleichungen (die umgedrehten Vorzeichen in der rechten Gleichung
folgen aus der umgedrehten Richtung von I)):

dn r, _
dz dz

Gleichung (o)) ist ein Differentialgleichungsystem zur Bestimmung der 3 zundchst Unbe-
kannten I+, I| und B bei gegebenen Q).
Zuerst werden die mittlere und rechte Gleichung umgestellt:

dl,
IT:Q—i_Ii Bkgz[ikg—a (6)



Beide Gleichung (|6 auf der vorherigen Seite]) werden in die linke Gleichung (|5 auf der|
vorherigen Seite]) eingesetzt, so wird also:

dQ dI, B dl,
E—FE— Qk@ Iﬂ{:g—khk@ E
Das Aufheben der Terme mit /| ausfiihren:
aQ dI, B dl,
& a T WRem g
umsortieren:
dl, dQ
Ok — =X
dz @ko dz
dl, B Q 1 dQ
dz__QkQ_Q dz (7)

o0 ist in der Atmosphére stark von der Hohe bzw. dem dort herrschendem Druck p abhéngig.
Deshalb wird zunéchst mit der Kettenregel der Differentialrechnung der Druck beriicksich-
tigt:

ko—5 —— (8)

d
Der Bruch d_p ist aus der hydrostatischen Grundgleichung bekannt (g ist die Erdbeschleu-

nigung) [Fluegge| (2013):

dp
E——Q'g (9)

Gleichung @D wird in Gleichung eingesetzt und anschlieSend wird o gekiirzt:

di, Q. 1dQ
Ll g = —Zko+ = 22 .
dpg g 9 Q+2 dpg g
dl
__¢ :_Qk_i_ld_
d 2 2 dp
dl,  Q k 1dQ

dy _ @k _14dQ (10)

k variiert nur wenig mit der Hohe, aber etwas. Griinde sind die Anderung der spektra-
len Zusammensetzung von [ und I, Anderungen der Richtungsintensitit, Anderungen der
Doppler- und Stoflverbreiterung. Zum Verstandnis reicht es aber, k als konstant anzusehen,
genau wie g, das etwas mit der Hohe und geographischen Breite variiert.

Durch Integration von Gleichung (|10]) erhélt man I;. Die Integrationskonstante muf so
gewéhlt werden, dafl bei p = 0 (Oberrand der Atmosphére) I} = 0 wird, da aus dem
Weltraum fast keine Infrarotstrahlung kommt.

Nach der Integration von Gleichung ( kénnen auch die beiden noch fehlenden Grofien
I+ und B angegeben werden. Dazu wird zuerst die rechte Gleichung in Gleichung (|6 auf
[der vorherigen Seite)) mit der Kettenregel der Differentialrechnung und der hydrostatischen
Grundgleichung umgewandelt:




Bk‘gz]ﬂcg—g
Bko = I,ko — C;—;i ;li
Bk@—fww4—%ie?g
Bk—[¢k+%g
B:Q+%}% (11)

Ganz besonders einfach wird die Losung von Gleichung (|10 auf der vorherigen Seite)),
wenn man annimmt das @) konstant ist. Das trifft zwar nicht ganz zu (UV-Absorption in der
Ozonschicht, Breitenabhéngigkeit der Oberflachenabstrahlung usw.), aber zum Versténdnis

ist die Annahme sinnvoll. Mit dieser Annahme wird die Losung von Gleichung ({10 auf der
vorherigen Seitel):

k
=04 » (12)

Damit ist auch die Randbedingung bei p = 0 erfiillt. Mit Gleichung (|6 auf Seite 3)) und
Gleichung ergeben sich dann die anderen Groflen:

/{Z dlig

I = I = - B =1 4+ —*Z_
r =Q+1 Q+Q2gp “Ld k Q
L3

2

ofeg) | eed

Fiir die Anwendung auf eine bestimmte Linie (die eine bestimmte Richtung hat) muss
k bekannt sein und ist fiir alle Treibhausgase bekannt. Die Daten sind in der HITRAN-
Datenbank enthalte. Die Gleichung leidet darunter, dass die Dichte eine Konstante ist,
was bei der immer diinner werdenden Atmosphére nicht der Fall ist (deshalb sollte die
hydrostatische Grundgleichung benutzt werden). Ein weiteres Problem mit der Gleichung
ist, dass die Temperatur der Atmosphére sehr stark mit der Hohe variiert und bei einer
dicken Platte der Atmosphére die anfangliche Absorption der Strahlung bei einer hoheren
Temperatur als die des Teils, in dem die Emission stattfindet, erfolgt.

Eine angemessenere Gleichung wire:

ﬁ

L9
PR

k
g

ENARS

(13)

‘[ = []O(GXp( kQZ))] absorptmn + B[]‘ - eXp( kQ Z)] Temission (]‘4)

Tobsorption 1st die Temperatur der Platte, bei der die Absorption erfolgt und 7¢,;ssion ist die
Temperatur, bei der die Emission aus der Platte erfolgt. Auch die unterschiedlichen Dichten
in den beiden Hohenlagen sind angegeben.

Um eine genaue Antwort zu erhalten, ist mehr Mathematik und Berechnung erforder-
lich, aber das kann und wird durch Programme wie MODTRAN und viel detaillierter in
Allgemeinen Kreislaufmodellen (GCM) gemacht.

UDas k fiir die zusammengefaten Strahlungen (I; und I;) kann natiirlich nicht aus der HITRAN-
Datenbank entnommen werden, da die Daten nur in Strahlrichtung gelten. Aber fiir die zusammengefafiten
Strahlungen kann man etwa ein doppelt so grofies k erwarten.
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Bei einigen Frequenzen ist die Absorption der Strahlung durch einige der Treibhausgase
so grof3, dass die Absorption “geséittigt® werden kann. Das bedeutet, dass eine weitere Zu-
gabe des Gases die Absorptionsmenge nicht verindert und nicht weiter zur Erwarmung der
Atmosphére beitragt. Das ist falsch, denn dort wo stark absorbiert wird, wird ebenfalls stark
emittiert (siehe Gleichung mit gleichem £ bei Absorption und Emission) - so
daB es zu keiner Séattigung kommt. Die falsche Meinung entsteht durch die Gleichung
lder vorherigen Seite]), die Barrett fiir angemessen hilt - aber diese Gleichung ist unbrauchbar,
allerdings ist die Schlufolgerung aus dieser unbrauchbaren Gleichung richtig, aber natiirlich
ist die Schluifolgerung ebenfalls unbrauchbar. Gleichung ({13 auf der vorherigen Seite]) zeigt
bei beliebig grofem k keine prinzipielle Anderung, nur die Anderung von B erfolgt schneller,
d.h. das untere Ende der Stratosphére erwirmt sich stéarker.

Damit eine reale Sattigung auftritt, muss das Produkt koz grof§ genug sein, um den Fak-
tor exp(— kpz) gleich Null zu machen. Absolut gesehen kann dies nur erreicht werden, wenn
koz den Wert unendlich hat. Die Sattigung kann also nie erreicht werden, kann aber aus
praktischen Griinden als erreicht angesehen werden, wenn der Faktor exp(— koz) einen Wert
von ~ 0.999 hat, d.h. nur ein Zehntel Prozent der terrestrischen Strahlung ins All entweicht.
Das ist zwar richtig, aber unwesentlich. Die absorbierten Photonen der Erdoberfliche wer-
den entsprechend den lokalen Temperaturen durch neu emittierte Photonen ersetzt. In der
gesittigten Grenze wird die Gleichung:

I =[Blr, (15)

‘mission

Somit kann fiir jede Linie bei jeder Konzentration eines absorbierenden Stoffes I berechnet
werden. Fiir die zu 16senden Gleichungen stehen ausreichend Daten fiir Atmosphéren belie-
biger Zusammensetzung zur Verfiigung. Die Gleichung gibt auch die mogliche Erwédrmung
an, die in einer Platte der Atmosphére auftritt, die sich nicht im Strahlungsgleichgewicht
befindet, z. B. wenn morgens die Sonne scheint und sich die Luft erwérmt. Die Differenz
zwischen den beiden Begriffen ergibt die absorbierte Strahlungsintensitéit, die unter Ein-
beziehung der Warmekapazitédt der Platte leicht in eine Temperaturdifferenz umgewandelt
werden kann. Dies wird natiirlich durch den strahlungsfreien Warmeiibergang zwischen einer
beheizten Oberfliche und der Atmosphére gemildert, und wenn die Oberfliche ein Ozean
ist, ist die Verdunstung von Wasser ein dominierender Mechanismus zur Kiihlung der Ober-
flache und Erwarmung der Atmosphére mit der Freisetzung von Energie, wenn Wasserdampf
kondensiert.

Wenn sich das System Erde/Atmosphére im Quasi-Gleichgewicht befindet, ist der Wert
der Anderungsrate des austretenden Flusses gleich Null:

dl = — Ikodz + Bkodz =0 (16)

Die beiden Terme sind unter solchen Bedingungen gleich grof3. Eine Erhchung der Kraftein-
wirkung bewirkt, dass der erste Term grofer ist, mehr Absorption in einem kleineren Hohen-
schritt erfolgt. Um das Quasi-Gleichgewicht wieder herzustellen, muss auch der zweite Term
groffer werden. Da mehr Strahlung in einem kleineren Hohenschritt absorbiert wird, be-
deutet dies eine hohere Erwéarmungsrate, der eine hohere Abkiihlungsrate entgegengesetzt
werden muss. Da Erwadrmung und Abkiihlung bei unterschiedlichen Temperaturen erfolgen,
bedeutet dies, dass sich das System erwarmt. Sowohl Tipsorption als auch Tipission miissen
zunehmen. Wie stark diese Terme zunehmen, hingt vom Ausmafl des Antriebes und von
den nicht-strahlenden Beitragen zur Kiihlung der Oberfliche ab.

Wenn die Atmosphére frei von allen THGs wiirde, wiirde sich die integrierte Gleichung
wie fiir alle £'s = 0 zeigen.



[ = [IO(eXp(_ kgz))]Tabsorption + {B[l - eXp(_ kglz)]}Temission
=1, (17)

In einem solchen Fall wiirde der Wert von I durch die Stefan-Boltzmann-Gleichung mit
dem entsprechenden Wert fiir den Emissionsgrad der Oberfliche gegeben sein:

I= go-T(%berﬁache (18)

In diesem Fall wére die Emission von der Oberfliche gleich der Intensitdt der Sonnenein-
strahlung.

Ein grober Ansatz zur Losung des Problems der Erdoberflichentemperatur ist die Nutzung
der Strahlungsbilanz zwischen der Einstrahlung und dem IR-Entweichen:

g(l - Albedo) = gaTéberﬂéche (19)

S = Solarkonstante = 1368 W m~?2

Albedo = 0,31

€ = Emissionsgrad = 0,95

7 = Infrarot-Ubertragung

o = Stefan-Boltzmann-Konstante = 5.67 x 1078 Wm2K~4

Zum Beispiel, wenn die Schitzung von 7 = 235/390 = 0,603 [aus dem K /T-Budget],
ergibt mit den oben genannten Zahlen:

Toberfiache = 291.9 K (20)

Wenn ein Strahlungsantrieb von 3.7Wm~2 durch eine Verdoppelung der CO,-

Konzentration verursacht wird, dann 7 = 231,3/390 = 0,593 und dies ergibt Toperfiiche
= 293.2K, eine Zunahme von 1.3 K.

Dies ist nicht weit entfernt von den Ergebnissen der GCMs fiir eine sofortige Verdoppe-
lung der COs-Konzentration. Unser Hauptkritikpunkt an den GCMs ist die Verstdrkung
ihrer Ergebnisse durch die Verwendung von positiven Riickkopplungen, die nicht vollstédndig
verstanden und mit Unsicherheiten behaftet sind, und die mogliche Verharmlosung der ne-
gativen Riickkopplung des Verdunstungswasserthermostats.

Die Verwendung des Begriffs >Riickkopplung< ist fiir mich nicht iiberzeugend - es handelt
sich um das Einsetzen der Konvektion entsprechend dem Schwarzschild-Kriterium [Schwarz-
schild| (1906)). Die Grenze zwischen dem Strahlungsgleichgewicht, das vorstehend behandelt
wurde und dem Bereich mit Konvektion (Troposphére) ist die Tropopause. Die Tropopause
ist dort, wo der Temperaturgradient einen bestimmten Schwellenwert erreicht (unabhéngig
davon, wie die Tropopause mefitechnisch definiert wird - die mefitechnische Tropopause ist
in der Ndhe der Schwellenwerthohe).

T
d = Schwellenwert (21)

E Tropopause
Nun ist Gleichung ([21)) in Verbindung mit Gleichung ([I3 auf Seite F]) zu bringen. Dazu
wird wieder die Kettenregel der Differentialrechnung benutzt (und Gleichung (9 auf Seite 4])):




Schwellenwert = dr = I’ dB = d—T d_B @

dz  dB dz dB dp d=
_ldBdp 1,k
_@ dpdz_@ QQQQ

ar dr
= 5 O o (22)
dr
Zur weiteren Auswertung wird ¢ mit der idealen Gasgleichung (die das Verhalten der
Atmosphérengase sehr gut beschreibt):

p
— oRT S 23
p=0oR = 0= 4r (23)

Mit Gleichung wird aus Gleichung (R ist hier nicht die universelle, sondern die
molekulare Gaskonstante)

Schwellenwert =

QO
Do |

s

P

QRT

5 - 5l% -
DO | T

dr
1 kp
= —JiB Qﬁ (24)

dT

B
Die Grofle T— kann weiter umgewandelt werden. Allerdings ist zu beriicksichtigen, dafl
die Strahlung B auf verschiedene Weise von v abhéngt. Sind alle Frequenzen geméfl Planck

vollstandig beteiligt gilt die rechte Gleichung (|2 auf Seite 2)) (bzw. Gleichung ([18 auf der

vorherigen Seite])), ist nur eine einzelne Linie beteiligt gilt die linke Gleichung (2 auf Seite 2)).
Damit wird:

2whc?y?
dB oT* dB ehev/kT _ 1
72 77 e o
dT dT dT dT 1
T4 9. 3 ehcv/kT o 1
= TUW = T27ThC 14 T
e hcv
/T ———
2
= TodT? — Tomhes L M (25)
(ehcv/kT _ 1)2
hcv
hcv _—
AT B 2rhc®® e e kT
=20 - ehcv/kT _ 1 (ehcv/kT _ 1)
. hcv
¢ kT
— 4B Sy R

(ehcv/kT - 1)



Mit

hev
hcv/kT _ h’c/U

8= Gy = L (20

- (ehcv/kT _ 1) - (1 _ 67hcv/kT)

B ist stark abhéngig von v. Der wesentliche Bereich der Infrarotstrahlung, der absorbiert

. . . . Cv .. .
wird, liegt im Bereich von — = 4, so daf} fiir diesen Bruch ~ 4 angenommen werden kann.

Mit 8 wird aus Gleichung (24 auf der vorherigen Seite]) mit Gleichung (25 auf der vorherigen|

Sertd):

1
Schwellenwert = 3B QS—JZ (27)

In Gleichung wird Gleichung ({13 auf Seite 5| eingesetzt und anschlielend @) gekiirzt:

1 kp 1 kp
hwell t=— Q— = o
Schwellenwer 3B QQR 0 1+ﬁp QQR
2 2g
B 1 kp
(5) ™
g
1 g
= 2 (28)
() ™
kp

Bei Zunahme der Treibhausgaskonzentrationen steigt der Absorptionskoeffizient k. Da
in Gleichung ( der Schwellenwert fiir die Tropopause, g, 5 und R weitgehend konstant
sind, muf} auch das Produkt kp konstant bleiben. Das bedeutet, daf§ der Tropopausendruck
p abnimmt, wenn & zunimmt. £ entsteht durch das Zusammenwirken aller Treibhausgase.
Das Verdoppeln der Konzentration eines Treibhausgases hat deshalb nicht unbedingt die
Verdoppelung von k zur Folge.

Das g und R weitgehend konstant sind, bedeutet nicht, das sie absolut konstant sind. Bei
der Hohenverlagerung der Tropopause dndern sich Druck, Temperatur und Wellenldngen-
verteilung der Intensitiat. Das bedeutet, dafl sich diese Groflen etwas dndern.

Die Abnahme von p bedeutet, dafi die Tropopause dicker wird, d.h. der Temperaturgra-
dient wird ldnger und damit wird die Temperaturdifferenz zwischen Oberfliche und Tro-
popause grofler. Die Zunahme der Temperaturdifferenz verteilt sich auf die Zunahme der
Oberflaichentemperatur und Abnahme der Tropopausentemperatur - und zwar so, daf3 die
Abstrahlung ins All etwa konstant bleibt. Durch die hohere Oberflichentemperatur steigt
die direkte Abstrahlung ins All durch das atmosphérische Fenster, durch die Abnahme der
Tropopausentemperatur sinkt die Abstrahlung ins All in den absorbierenden Wellenldngen-
bereichen. Z. B. /4 und 3/4 in (Karl u. a., 2006, S. 9, Figure 2).

Anmerkung: Ohne die Konvektion in der Troposphére, die einen zweiten
Warmetransportweg parallel zum Strahlungstransportweg realisiert, wére die
Oberflachentemperatur viel hoher, da nur der Strahlungstransport moglich wire.

Das hat schon 1824 (1824)) in seinem Absatz [55] (bzw. Seite 111) festge-
stellt.



Wegen der Notwendigkeit der Beriicksichtigung der Konvektion sind die Ergebnisse von
Programmen, die bei Konzentrationszunahme der Treibhausgase kein Anheben der Tropo-
pause ausgeben, nicht relevant fiir Fragen der Klimasensitivitét.

Interessanter als der B-Verlauf ist oft der T'-Verlauf. Der Zusammenhang zwischen B und
T ist abhéngig von der Wellenldngenverteilung der Emissionen:

volles Kontinuum einzelne Linie
2 h 2.3
B —oT p = eV
e cev/kT 1
T _ 4 E ehcv/kT — 27ThC2V3 +1
V o B ) 3
hcv 2mhe v (29)
— =ln( —+1
i n( B )
k
T = .
hevl 2rhc?v? L
coln [ ———
B

Eine Anmerkung zur Sattigung

Es gibt keine Sdttigung - siche auch |Pierrehumbert| (2011))

Obwohl einige Teile des CO,-Spektrums eine Séttigung in der Erdatmosphére zeigen und
andere, die nahe an der Sattigung liegen, gibt es zwei Absorptionsbénder, die sehr weit von
einer Sittigung entfernt sind. Diese sind bei 961 und 1064 cm™! zentriert und haben eine sehr
schwache Absorption. Sie tragen erheblich zum Treibhauseffekt in der Venusatmosphére bei.
Die hohen Temperaturen nahe der Oberfliche der Venus sorgen bei der Warmestrahlung
fiir andere Wellenldngenverteilungen als bei niedrigeren Temperaturen, wobei der Tempe-
raturverlauf weniger durch die Strahlungseigenschaften, sondern mehr durch die Adiabatik
bestimmt ist. Das ist so, weil soviel Treibhausgas vorhanden ist, das ohne Konvektion der
Temperaturgradient hoher ware als der adiabatische Temperaturgradient.
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