Neusatz und Kommentierung von
Uber Strahlungsgleichgewicht und
atmospharische Strahlung - Ein Beitrag
zur Theorie der oberen Inversion.

R. Emden
Kommentierung
Dipl.-Physiker Jochen Ebel

23. Dezember 2019

Inhaltsverzeichnis
|Quellendaten Emden (1913)| 2
Vita Robert Emdenl 2
[Kommentierung| 3
4
(1 Die effektive Erdtemperatur und die Absorption diffuser Strahlung] 5
1 T 5
2 6
L 12
|2 Strahlungsgleichgewicht bei grauer Strahlung 14
13 Die Untersuchungen von W. J. Humphreys (1909) und E. Gold| (1909)) 20
4 Die Integralgleichung des Strahlungsgleichgewichtes| 29
15 Das Strahlungsgleichgewicht der Atmosphare und die Temperatur der oberen
[_Inversion| 33
o Die Strahlung der Atmosphare| 45
[6.1 Anwendung der gewonnenen Gleichungen| . . . . . . . . ... ... ... .. 47
[6.1.1 Die nachtliche Strahlung einer antangs isothermen Atmosphare. . . . 47
6.2 Die nédchtliche Strahlung einer polytropen Atmosphéire (Emden, [1907, Kap. |
| XVIL §2)[ . o o 50




[6.3 Atmosphérische Strahlung und Sonnenstrahlungl . . . . . . . . ... ... .. 53

l(__Verzeichnisse 59
[Abbildungsverzeichnis| . . . . . . . . . ... 59
Mabellenverzeichnid . . . . . . . . . . . . . 59
[Literaturverzeichnid . . . . . . . . . . . . . . 59

Quellendaten Emden (1913)

Uber Strahlungsgleichgewicht und atmosphirische Strahlung.
Ein Beitrag zur Theorie der oberen Inversion.
Von R. Emden.
Vorgelegt von S. Finsterwalder in der Sitzung am 1. Februar 1913.

Vita (1862 - 1940)

Robert Emden studierte in Heidelberg, Berlin und in Straburg und promovierte 1887 dort
mit der Arbeit , Uber die Dampfspannungen von Salzldsungen®.

1907 wurde Emden Professor fiir Physik und Meteorologie und Luftschiffahrt an der Tech-
nischen Universitdt Miinchen. Spéter kam eine Professur fiir theoretische Physik und eine
Honorarprofessur fiir Astrophysik hinzu. 1934 iibersiedelte er wegen politischen Drucks in
die Schweiz nach Ziirich. Seit 1920 war er Mitglied der bayerischen Akademie der Wissen-
schaften. Er war mit Karl Schwarzschilds Tochter Klara verheiratet.

Emden wandte seine Forschungsergebnisse iiber die Expansion und Kompression von Gas-
kugeln auch auf den Sternaufbau an. Hierbei war sein Werk “Gaskugeln, Anwendungen der
mechanischen Warmetheorie auf kosmologische und meteorologische Probleme*(1907) weg-
weisend, in dem er als Erster die Ergebnisse der Thermodynamik konsequent auf die Unter-
suchung des inneren Aufbaus von Sternen anwandte. Der Aufbau polytroper kugelférmiger
kosmischer Gebilde im Wechselspiel von Druck und Gravitation wird darin durchdiskutiert,
was zu Ansédtzen des inneren Aufbaus der Sterne und einem Spezialfall des statistischen
Atommodells nach L. H. Thomas und E. Fermi fiihrt.

Eine ebenfalls wichtige Arbeit sind die “Beitrige zur Sonnentheorie”, 1901.

Er wandte Schwarzschilds Theorie des Strahlungsgleichgewichts auf die Erdatmosphére
an, und erklirte den Ubergang von konvektiver (warmetransportierender) Troposphére in
10 km Hohe zur Stratosphére im Strahlungsgleichgewicht. Er erkannte die neue (moderne)
Ara der Astrophysik nach Schwarzschild, Eddington und Bohr und behandelte dies in seiner
, Thermodynamik der Himmelskorper®, mit kritischen Kommentaren zum Forschungsstand.
Als Ballonfahrer behandelte er von thermodynamischen und aerodynamischen Betrachtun-
gen ausgehend bis zur Durchrechnung fiir den Gebrauch die ,, Grundlagen der Ballonfiihrung*
und hat Versuche zur photogrammetrischen Vermessung aus der Luft begonnen. Er nahm
sich Problemen mit Bezug zum Gletschereis, zum Luftwiderstand von Geschossen, zur Re-
lativitdtstheorie und zur Schallausbreitung an. Siehe Unsold| (1959)

Ein Mondkrater ist nach Robert Emden benannt.



Kommentierung

Das Paper von Emden| (1913) ist OCR-gescannt. Dabei entstehen leider Fehler, die durch
sorgfiltigen Vergleich minimiert sind. Hinweise auf Fehler nimmt der Setzer gern entgegen
(JEbel@t-online.de). Die damalige Schreibweise wurde fiir den heutigen Stand leicht aktuali-
siert. Die im Paper von Emden benutzten Seitennummern wurden fiir den Neusatz angepaft.

Die damals verwendete Klassifikation von »§< wurde durch die Dezimalklassifikation er-
setzt unter Beibehaltung der Nummern.

Warum die Erdatmosphére im Gegensatz zu der Vereinfachung von [Schwarzschild (1906))
eine Troposphére hat, hat Gold auf Seite 22] anhand von wellenldngenabhéngigen Absorpti-
onskoeffizienten schon bei zwei Wellenldngen begriindet.

Zwischen den damaligen oft verwendeten Einheiten bestehen nach heutiger Messung fol-
gende Beziehungen:

G kal.
_rammREAL _ .069 78 W
min.
kal.
| Grammkal - oo o W
cm? - min. m?

Die Grofle »°< bezieht sich meistens auf Temperaturen, nur in einigen Fallen auf Winkel
(ist dann aber oft mit »N< bzw. »S< ergénzt). Die Einheit »K<« wird meistens in >°< an-
gegeben, also 1° = 1 K bzw. 1° abs. = 1 K. Manchmal sind auch °C nur mit »°< angegeben,
der Unterschied ergibt sich aus den Zahlenwerten: Betrdge > 200 sind meistens in >Kx«,
Betrage < 100 sind meistens in >°C<. Temperaturdifferenzen in >°< werden heute meist in
>K<« angegeben, mit gleichen Zahlenwerten.

>loc. cit.< wurde durch die offensichtlich gemeinte Zitierung ersetzt.

In der pdf sind die einzelnen Verweise verlinkt, deshalb wird z. B. aus (13) Gleichung (13
auf der vorherigen Seite). Die Links sind rot umrandet, die Zitierlinks sind griin umrandet.

Kommentare und Ergédnzungen sind blau angegeben. Ein Leser der Vorlage hatte in dem
Paper Bleistifteintragungen gemacht, die er offensichtlich fiir wesentlich hielt. Diese Eintra-
gungen sind hier ebenfalls in blau angegeben.

Einige Schreibweisen werden heute kaum verwendet, z. B. die Funktion sec, die heute nicht

mehr gebrduchlich ist und fiir diese Funktion gilt sec = —.

Einige offensichtliche Schreibfehler sind nicht iibernor%%slen. Das Zeichen »~< (Seite
wurde beibehalten. Es handelt sich um ein heute nicht mehr verwendetes Zeichen, die Ver-
wendung konnte ein Schreibfehler sein (siehe Seite oder das Zeichen kénnte auch >propor-
tional zu< bedeuten, wie der Kontext nahe legt, also wére >p~m<« in heutiger Schreibweise
>>p X m«<

Englische Zitate sind mit Ubersetzungen in blau ergénzt.

CO; wird nach den Ausfithrungen auf Seite [13|leider komplett vernachléassigt, da félschli-
cherweise angenommen wird, dafl bei Abwesenheit von Wasserdampf fast keine Absorption

(Emission) mehr stattfindet, obwohl dann CO, beherrschend wird - siehe Seite [38f.


mailto:JEbel@t-online.de

Einleitung

In einer ruhenden Gasmasse sind bekanntlich unendlich viele Anordnungen von Dichte, Druck
und Temperatur moglich, die den Bedingungen mechanischen Gleichgewichtes geniigen. Han-
delt es sich jedoch um eine Gasmasse, deren Elemente nach den Gesetzen der Tempera-
turstrahlung leuchten und absorbieren, wahrend Wirmeaustausch durch Konvektion aus-
geschlossen, durch Leitung hinreichend klein sein soll, so wird ein Gleichgewichtszustand
ausgesondert, den wir als Strahlungsgleichgewicht bezeichnen werden, und der
dadurch ausgezeichnet ist, dafl ein jedes Teilchen denselben Betrag an Energie ausstrahlt, den
es durch Zustrahlung der iibrigen Teilchen und etwa vorhandener duflerer Strahlungsquel-
len gewinnt. Oder anders ausgedriickt: Strahlungsgleichgewicht ist vorhanden, wenn durch
Strahlung und Absorption die Temperaturen der Teilchen, und deshalb auch die Massenan-
ordnung, nicht gedndert werden. Gasteilchen sind die Molekiile, Ein einzelnes Molekiil hat
aber keine Temperatur, sondern »>nur< Geschwindigkeit und Richtung. >Temperatur< ist ei-
ne Vielteilcheneigenschaft. Deswegen kann nur bei einem Luftpaket von Temperatur gespro-
chen werden. Grundbedingung ist stets Gleichheit der Mengen abgegebener und gewonnener
Strahlung, unabhéngig von ihrer Zusammensetzung nach Wellenléngen, Polarisationszustand
und Strahlungsrichtung.

Auf diesen Gleichgewichtszustand hat zuerst K. [Schwarzschild (1906 aufmerksam ge-
macht; eine neuere Arbeit von E. |Gold|(1909) geht von &hnlichen Gesichtspunkten aus. Uber
diese Arbeiten wird unter Kapitel 2 auf Seite 14| resp. Kapitel [3 auf Seite 20| zu sprechen
sein.

Wir behandeln im folgenden das Strahlungsgleichgewicht einer Atmosphére, d. i. einer
Gasmasse, die entweder die dufleren Partien einer Gaskugel bildet, oder auf einer starren
Kugel aufliegt. Die Niveauflichen sind dann Kugelflachen; ihre Radien seien so grof}, dafl wir
mit geniigender Genauigkeit von der Kriimmung absehen und ein ebenes Problem behandeln
konnen. Druck, Dichte und Temperatur éndern sich dann nur in Richtung einer Achse, der
Vertikalen. Jede horizontale Schicht strahlt geméf ihrer Temperatur ebensoviel Energie aus,
als sie durch Zustrahlung der iibrigen Schichten und duflerer Strahlungsquellen gewinnt.

Es liegt die Versuchung nahe, anzunehmen, dafl bei diesem Gleichgewichtszustand die
beiden Energiestréme, welche eine horizontale Schicht abwérts und aufwérts durchsetzen,
sich gleich sein miissen. Tatséchlich beniitzt auch E.|Gold! (1909) diese Gleichheit neben dem
erstgegebenen Kriterium zur Bestimmung des Strahlungsgleichgewichts. Allein wie in einer
Metallplatte bei linearem Temperaturgefille ein Warmetransport durch Leitung stattfinden
kann, ohne dafl die Temperaturen sich d&ndern, ist bei geeigneter Temperaturverteilung auch
Energietransport durch Strahlung bei Konstanz der Temperaturen méglich. Kennzeichen des
Strahlungsgleichgewichtes soll deshalb lediglich die Tatsache sein, dafl durch Strahlung und
Absorption kein Gasteilchen seine Temperatur dndert (siche oben).

Die nachfolgenden Untersuchungen werden sich in erster Linie mit dem Strahlungsgleichge-
wicht der Erdatmosphére beschéftigen; sie bezwecken einen Beitrag zur Klarung der Frage:
Sind die Temperaturen der oberen Inversionsschicht (Stratosphére) in erster Linie durch
Strahlungsvorgénge erklarbar |Schmauf} (1909)7 Die Antwort wird in bejahendem Sinne aus-
fallen. Dieser Umstand moge eine etwas breitere Darstellung, die manchem ein Weiterarbei-
ten auf diesem Gebiete erleichtern wird, rechtfertigen.




1 Die effektive Erdtemperatur und die Absorption diffuser
Strahlung

1.1 ...

Als Quelle aller Arbeits- und Lebensprozesse auf der Erde wird schlechthin die Sonne ange-
nommen, da sie uns ungeheuere Arbeitsmengen in Form von Strahlung zukommen 148t. Allein
diese Vorstellungsweise fithrt leicht irre und verleitet zur Aufstellung unrichtiger Warmebi-
lanzen. Denn diese Energiemengen werden, da sich die Verhéltnisse auf der Erdoberfléche seit
historischen Zeiten nicht wesentlich geéindert haben, bis auf verschwindend kleine Betrége,
die durch den Vermoderungsprozef3 der Organismen bedingt sein kénnen, durch Ausstrahlung
wieder abgegeben, also in derselben Energieform, in der sie bezogen wurden. Die Moglich-
keit irdischen Lebens beruht deshalb nicht sowohl in einer Einnahme von Energie, sondern in
der gewaltigen Entropievermehrung, die mit der Umwandlung der heiflen Sonnenstrahlung
in die kiltere Erdstrahlung verbunden ist. Bewegung und Leben auf der Erde wird nicht
sowohl dadurch ermoglicht, dafl wir in der Sonne einen geniigend groflen Energiespeicher
zur Verfiigung haben, denn was wir beziehen, geben wir beinahe restlos und in derselben
Form wieder ab, sondern ist gewéhrleistet durch den gewaltigen Entropiespeicher, den das
Strahlungssystem Sonne-Erde-Weltenraum darstellt.

Die Solarkonstante o, d.i. die Energiemenge, welche die von der Sonne ausgehen-
de Strahlung in Erdentfernung beférdert, konnen wir nach den Messungen von |Abbot| (1911))
mit geniigender Genauigkeit zu rund 2 Grammkalorien pro Minute und Quadratzentimeter
ansetzen])] Ein schwarzer Strahler von der Grofie der Photosphire und in Sonnenentfer-
nung wiirde denselben Energiestrom bei Erhitzung auf 5910° abs. liefern. Diese Temperatur,
effektive Sonnentemperatur genannt, ist, wie die Solarkonstante, lediglich ein Maf fiir die
Intensitdat der Sonnenstrahlung; sie sagt nichts aus iiber die in der Sonnenmasse verteilten
Temperaturen, und es wire verfehlt, eine Schicht der Sonne, deren Temperatur zu 5910°
ermittelt wird, als Strahlungsquelle zu betrachten. Die effektive Sonnentemperatur ist eine
Eigenschaft der Strahlen, nicht des emittierenden Korpers, der Sonne.

Als Gegenstiick fiihren wir ein die ,effektive Erdtemperatur®. Der Energiezufluf§ von der
Solarkonstante 2, den die Erde auf einer Fldche gleich ihrem Querschnitt empfingt, werde
gleichméfig auf ihre Oberflache verteilt. Die Strahlungsbilanz erfordert dann, dafl bei stati-
ondrem Zustand jedes Quadratzentimeter Erdoberflaiche im Duchschnitt 0.5 Grammkalorien
pro Minute abgib. Von der zugestrahlten Energiemenge werden aber nach den Uberle-
gungen von Abbot und F. E. Fowle (1908) durch die Atmosphire, die Wolken und die
Erdoberflache durchschnittlich 37 (7 reflektiert. Dieser Strahlungsbetrag bleibt auf seiner
hohen Temperatur und tritt nicht ein in das thermodynamische System, das wir betrachten
werden. Sind die Unterlagen der Abbotschen Berechnung auch sehr unsicher, so werden wir
doch, da kein besserer Wert vorliegt, die ,Energie-Albedo“ der Erde zu 0,37 anneh-
men. Der Teil der Solarkonstanten, mit dem wir uns zu beschéftigen haben, erniedrigt sich
also auf 2 - 0,63 = 1,26, so dal bei gleichméfliger Verteilung dieses Betrages der Sonnen-
strahlung und stationdrem Zustand jedes Quadratzentimeter Erdoberfliche 1.26/4 = 0,315
Grammkalorien pro Minute auszustrahlen hat. Ein schwarzer Strahler liefert diese Menge
bei T = 254° = —19°C. Die reale Erdoberfliche ist im Infraroten zwar ndherungsweise

Grammkal.

Dg =2 = 1395 % Heute wird ein Wert von ca. 1370 % benutzt.
m

cm? - min. m
2)Das 1/4 rithrt daher, daf auBerhalb des Erdquerschnitts (= 7R?) die Solaestrahlung an der Erde vorbei

geht, aber die Abstrahlung von der Erdkugeloberfliche (= 47 R?) erfolgt. Daf8 Verhiiltnis der beiden Fliichen
ist eben 1:4.
3)Heute geht man von einer Albedo von ca. 30 % aus.
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schwarz, aber die Oberflaichentemperatur ist nicht einheitlich. Bei gegebener Gesamtstrah-
lungsintensitét ist deshalb die Durchschnittstemperatur niedriger als die effektive Erdtempe-
ratur (Holdersche Ungleichung). Eine schwarze Kugel vom Radius der Erde (die in Betracht
kommenden Schichten der Atmosphére haben vernachlédssigbare Dicke) und der absoluten
Temperatur 254°, die wir als effektive Erdtemperatur bezeichnen, strahlt eben-
soviel aus, als sie nach Abzug der Energie-Albedo in Erdentfernung von der Sonne erhélt.
Diese Temperatur ist lediglich ein Maf fiir die Intensitdt der von der Erde ausgehenden
Strahlung und sagt nichts aus {iber die vorhandenen Temperaturen. Wollte man, wie bereits
mehrfach geschehen (vgl. (Abbot und F. E. Fowle| 1908, p. 173); ebenso die in Kapitel
zu besprechende Arbeit von Humphreys), die in einer Héhe von 4 - 5km liegende
Luftschicht, die durch eine mittlere Jahrestemperatur von —19°C ausgezeichnet ist, als Aus-
gangsort der Erdstrahlung ansehen, so wiirde man den Fehler begehen, auf den wir schon
bei Besprechung der effektiven Sonnentemperatur aufmerksam machten. Die effektive Erd-
temperatur ist eine Eigenschaft der Strahlung und das Resultat des verwickelten Strahlungs-
und Absorptionsprozesses, den die vorliegende Untersuchung behandelt.

1.2 ...

Die ankommenden und ausgesandten Strahlen werden auf ihrem Wege durch die Atmosphére
durch wirkliche Absorption, also thermodynamisch geschwécht. Hatten wir es nur mit einer
einzigen Strahlungsrichtung zu tun, so kénnten die bekannten, einfachen Absorptionsgesetze
Anwendung finden. Allein die Strahlung der Atmosphére und der Erdoberfliche ist diffus;
und auch die Sonnenstrahlung durchsetzt die Atmosphére nach allen Richtungen, wenn wir
sie gleichméfig von allen Seiten kommend iiber die Erde ausbreiten. (Soweit es sich nur um
die Strahlungssumme unabhéngig von ihrer Zusammensetzung nach Wellenldngen handelt,
kann dies einfach erreicht werden, indem wir die Erde von einer schwarzen Flache auf ef-
fektiver Erdtemperatur eingeschlossen annehmen.) Wir haben deshalb in erster Linie die
Absorptionsverhéltnisse bei diffuser Bestrahlung zu untersuchen; sie bestimmen die Tem-
peraturen bei Strahlungsgleichgewicht. Wir haben ferner das Strahlungsgesetz ebener Luft-
schichten aufzusuchen. Denn bei durchsichtigen Kérpern sind Absorptions- wie Emissions-
vermogen keine Materialkonstanten, sondern durch den ganzen Bau des Kérpers mitbedingt.
Ein Glasprisma besitzt an den End- und Seitenflichen verschiedenes Emissionsvermogen.

Ein geniigend kleines Element f der Oberfliche eines schwarzen Strahlers sendet bekannt-
lich in den Kegelausschnitt, dessen Erzeugende mit der Fldchennormalen die Winkel ¢ und
Y + dv bilden, in den Wellenléngen A bis A 4+ d\ Strahlung aus gleich

kal.
f 2w Jy\d\sind cos 19d19—Gram_m a (1)
min.
und in den ganzen bestrahlten Raum
kal.
FoBN = -y oremmkal. 2)
min.

E) bezeichnen wir als Emissionsvermogen fiir die Wellenlénge A. Das Gesamtemissions-
vermogen F ergibt sich durch Integration iiber alle Wellenléngen zu

o0

E:/&M (3)

0



Jy, E\ und E sind bekannte Funktionen der Temperatur, speziell ist

kal.
E=sT" 52759xm*L§EEE3;H (4)

cm? - min.

Auf einen beliebigen Strahler falle auf eine Stelle der Oberfliche die Strahlung Syd\, von
welcher der Bruchteil AS\dA absorbiert wird. Dann ist sein Absorptionsvermogen a, an
dieser Stelle definiert durch die Beziehung

L ASd
AT TS0 dN

und nach dem Kirchhoffschen Satze ist sein Strahlungsvermogen

(5)

1 A= Q) J by (6)
Jy gemessen bei derselben Temperatur T'. Sein Gesamtemissionsvermogen wird

o0

€:/a)\J)\d)\ (7)

0
Einen Strahler, der fiir alle Wellenldngen das gleiche Ab-
sorptionsvermégen a besitzt, nennen wir grau, und fir die
von ihm ausgehende, graue Strahlung gelten die Beziehungen

i,\:aJ,\ (8)
e=aE=asTP) (9)

Das Absorptionsvermogen einer diinnen, ebenen Schicht bei senkrecht einfallender Strah-
lung, weiterhin mit «,, bezeichnet, setzen wir mangels besserer experimenteller Grundlagen
proportional ihrer Dicke dl, der vorhandenen Dichte ¢ und einer von der Temperatur un-
abhangigen Materialkonstanten k), dem Absorptionskoeffizienten, also

1

ay = kyodl = kydm,; ky = 10

A Y AQTT [ ,\] Masse ( )
Fiir die Strahlung, die unter dem <(?) einfillt, haben wir
dl dm

arg =k =k 11

A /\Qcosﬁ A cos (11)

G kal. W W
Ng =750 x 10~ 11 R 5301078 . Heutige GroBe: 5.67 x 10~8
cm? - min. - K4 m? - K4 G kal m? - K4
51In die Literatur ist der um 1% grofere Wert s = 7.68 x 10~ w iibergegangen. In seiner
cm? - min.
G kal.
grundlegenden Arbeit gibt [Kurlbaum|(1898) als Resultat seiner Versuche S199—Sp = 0.017 63 % =

W .
0.0731 — mit dem Beifiigen, daf} als elektrothermisches Aquivalent 0.240 angesetzt wurde. Allein 00731
cm ,

ergibt 0.2412, wihrend der jetzt gebriauchliche Wert (vgl. (Ebertl, (1912 S. 487)) 0.239 ist, also 1 % kleiner.
W
Mit diesem Umrechnungsfaktor fithrt der experimentell ermittelte Wert 0.0731 peci A 7.59 x 10~ 11,

¢
Dieser Wert von s ergibt sich auch aus den von Planck benutzten Werten fiir das A und k seiner bekannten
Formel.



Fillt diese Strahlung im Betrage S)d\ auf eine Schicht von der endlichen Dicke L und der

M
Masse —, so ergibt sich

cm
kxM
Durchgelassene Strahlung = S ,\d/\e_ cos (12)
kxM
Absorbierte Strahlung = SydA | 1 — ei cos ¢ (13)

Mit Hilfe der Gleichung ([12)) wird k) experimentell ermittelt. Zu Messungen siehe auch
notwendige MeBbedingungen - Seite

Wir sind nunmehr imstande, das der Gleichung ( entsprechende Strah-
lungsgesetz einer ebenen Gasschicht von endlicher Dicke abzu-
leiten. Die Gasschicht werde zwischen zwei ihr parallele, unendlich groflie, schwarz strahlende
Flachen von derselben Temperatur 7' eingeschlossen. Der Zwischenraum ist dann erfiillt von
schwarzer Strahlung; also mufl in jeder Wellenlénge und jeder Richtung die Strahlung in
Richtung und Gegenrichtung gleich und die ausgesandte Strahlung gleich der absorbierten
Strahlung sein. Die Geometrie der Strahlung ergib@ (wir brauchen die Gasschicht nur durch
eine schwarze Fliche ersetzt denken), dafl ein Fldchenstiickchen f der Oberfliche der Gas-
schicht von der gegeniiberliegenden schwarzen Flédche in Richtung ¢ Strahlung zugesandt

erhélt [Gleichung (|1 auf Seite 6))]:
Grammbkal.

f - 2nJydAsin ¥ cos 9d) ——F,

min.
die nach Gleichung (|13)) absorbiert wird. Diese absorbierte Menge mufl aber in derselben
Richtung wieder ausgestrahlt werden. Also ergibt sich das

Strahlungsgesetz einer ebenen, diinnen Gasschicht
(oder einer Schicht beliebigen Materials mit endlichem Absorptionsvermogen):

In Richtung ¥ ausgesandte Strahlung
kxM

=f-2ryd\|1—e o8V | in 9 cos I

Grammkal. (14)

Y

min.

von dem Strahlungsgesetz einer schwarzen Fliache [oder rauhen Oberfliche eines undurch-
sichtigen Korpers (Jy = iy)] sehr verschieden[')} Fiir M = oo werden beide Strahlungsgesetze
gleich,d.h.: eine geniigend méachtige, isotherme Atmosphédre emit-
tiert schwarze Strahlung.

Fiir eine Gasschicht von geringer Méchtigkeit Am erhalten wir aus Gleichung ( das
Strahlungsgesetz

f2ndydX - kxAm - sinddy = f - 2nJ\d\ - ) sin 9dv (15)

und nach den ganzen bestrahlten Raum wird ausgesandt

f'27TJ,\d)\'Oé>\ (16)

6)Herleitung z. B. (Dietze, 1957, S. 10)
"Dies Strahlungsgesetz findet sich bereits angegeben bei J. [Koenigsberger (1903), sowie in der bereits
erwiihnten Arbeit von E. |Gold| (1909)).



Dies ist zugleich der Bruchteil der ganzen, f von der schwarzen Fliache zugestrahlten Ener-
giemenge f - w.Jyd\, der absorbiert wird.
Wir erhalten demnach in diesem Fall fiir das Absorptionsvermogen al, wie wir es in

Gleichung (5 auf Seite 7)) definiert haben,

ay) = 2a>\ (17)

d.h. das Absorptionsvermogen einer ebenen, diinnen Gasschicht
ist bei schwarzer Bestrahlung in jeder Wellenldnge doppelt so
grofl wie bei senkrecht einfallender isothermer Strahlung. Wenn die
absorbierte Strahlung aus einem Bereich mit Temperaturgradienten stammt, so ist die einfal-
lende Strahlung nicht isotherm. Z. B. ist die Intensitdt der von oben oder unten einfallenden
Strahlung grofer (kleiner) als die seitlich einfallende Strahlung, weil sie aus Bereichen hoherer
(niedriger) Temperatur stammt, als fast waagerechte Schichten mit mittlerer Temperatur.
Ankommende schwarze Strahlung ist, kurz ausgedriickt, nach bestimmtem Gesetze dif-
fus. Wir untersuchen den Zusammenhang zwischen ay und «) in anderen Spezialfillen, in
welchen die Intensitédt der ankommenden Strahlung in den Richtungen ¢ anderem Vertei-
lungsgesetze folgt. Von einer Kriimmung der Strahlen beim Durchlaufen verschieden dichter

Gasmassen werde abgesehen”| Wir schicken voraus, daf das auftretende Integral 5" J ¢ dz
B

den Grenzwert 0 erreicht fiir # = 0 und fiir g = oc.

Der diinnen Gasschicht stehe im Abstande Z eine schwarze Fliche gegeniiber; der Zwi-
schenraum sei mit demselben Gase gefiillt. Der Zylinder vom Querschnitt 1cm? und der
Hohe Z enthalte die Masse M. Auf die Fliche f fillt aus der Richtung 9 eine von der

schwarzen Fliche ausgehende, durch die zwischenliegende Gasmasse geschwéchte Strahlung
kxM

im Betrage f - 2nJ\d)\sin cosde COS&, von welcher in der diinnen Schicht der Bruchteil

absorbiert wird. Wir erhalten so iiber alle Richtungen integriert

COSs

mit 5 = kyM wird:

) kxM
/2 _
Auffallende Strahlung Syd\ = f - 27Jyd\ [ sind cos de cos ¥ g
0 (18)
= f-xwJyd\ [e‘ﬁ(l —-B)+8[ ex d:v]
B
, kM
Absorbierte Strahlung AS\d\ = ayf - 2w Jyd)\ f sin Je COSﬁdﬁ
0 (19)

T

— 20y f - wIydA le—ﬁ _B[= dx]
B

ASyd .

Das Absorptionsvermogen ay = SV ist in diesem Falle Funktion von M.
A

8)Fiir den hier vorausgesetzten Fall des Strahlungsgleichgewichtes (1)
9 Dieses Absehen ist ohne Auswirkung, da der Brechungsindex selbst dichter Luft nur unwesentlich von
1 abweicht.



Um den physikalischen Bedingungen zu geniigen, nehmen wir an, dafi die zwischenliegende
Masse M, durchwegs auf die Temperatur der schwarzen Fliche gebracht, ebenfalls strahle.
Im Abstande z von der bestrahlten Schicht nehmen wir eine diinne, strahlende Schicht an;
beide sind getrennt durch eine Gasmasse von der Méchtigkeit m. Von dieser Schicht geméaf3

Gleichung (|15 auf Seite 8§)) ausgehend fillt auf f in Richtung 9 Strahlung von der Intensitét
k?)\m

-2 JxdMeydmsinde 5V g9

absorbiert wird. Wir erhalten so

von welcher der Bruchteil
cos v

mit 5 = kyM wird:

Auffallende Strahlung SydA
k Am

M /2
= f - 2msdby [ dm [ sin e cos? gy (20)

= f-wJyd\ [1—65(1— ﬂZf _ ]
Absorbierte Strahlung AS\dA
k,\m

M /2
= f2mhdesks [ dm | S;ng cos gy 21)

=f- 27TJAd)\aA[1—e 5+ﬂf ¢ ]

und wieder einen verwickelten Zusammenhang zwischen ay und a,. Lassen wir aber M = oo
werden, so ergibt sich wieder Gleichung (L7 auf der vorherigen Seite) ay = 2a,; selbst-
verstindlich, da, wie wir oben zeigten, eine geniigend méchtige, isotherme Atmosphére
schwarze Strahlung liefert. Grenzen wir anderseits eine beliebige Masse M durch eine
schwarze Fliache ab, die ebenfalls bei gleicher Temperatur strahlt, so haben wir Gleichung
([I8 auf der vorherigen Seite) zu Gleichung ([20) und Gleichung ([19 auf der vorherigen]
Seite) zu Gleichung ( zu addieren und bekommen wieder schwarze Strahlung. Was
die Masse M an Strahlung der schwarzen Fliache absorbiert, gibt sie in derselben Wel-
lenlédnge in gleichem Betrage weiter. Eine isotherme Atmosphére auf gleich temperierter
schwarzer Unterlage befindet sich im Strahlungsgleichgewicht. Daraus folgt: Strahlt die
Erdoberfldache schwarz, so kann keine aufliegende isotherme
Atmosphédre von gleicher Temperatur die in den Weltenraum
austretende Strahlung dndern. Wir werden auf diese Verhéltnisse bei Bespre-
chung der Versuche Very’s (siehe Seite zuriickzukommen haben.

Um den Bedingungen, die wir weiterhin bei Behandlung des Strahlungsgleichgewichtes fin-
den werden, ndherzukommen, nehmen wir an, daf§ die Strahlungsintensitét proportional der

durchstrahlten Masse m zunimmt. In Gleichung (|15 auf Seite 8)) setzen wir dementsprechend

Iy =Jox+ Jin-kr-m (22)

Wir schreiben k) - m, um Jy, gleich Ji, gleich dimensioniert zu erhalten; fiir das erste
Glied rechts gelten die Beziehungen Gleichung (20) und Gleichung (21)), und fiir das zweite
Glied ergibt sich
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mit 8 = kxM wird:

Auffallende Strahlung S)dA

k:)\m
7r/2 19
= f-2mJind\ f kxmdm f sinde 05V gy (23)
= f-wJindA [1—65(1+6—52 63f ]
Absorbierte Strahlung AS\dA
o k:,\m
*sin 19 cosd
= f ozAJl,\d)\kamdm f 819 dd (24)
:f'Oé,\Jl)\d)\ [1—6_6(1 dx]
und aus diesen beiden Beziehungen sowohl fiir sehr kleine, wie sehr grofie m
a, = §
A= 204,\
Fiir das ganze J, der Gleichung (22 aut der vorherigen Seite]) ergibt sich
fir kleine m  a) = 2,
2
fiir grofle m ay = JO/\——SJL\ (25)
Jox + §J1,\

Stets ergibt sich ein a) etwas kleiner wie fiir schwarze Strahlung; fiir J;) klein gegen Jyy
kann der Unterschied vernachlissigt werden. [Dasselbe Resultat ergibt sich fiir den Ansatz

J)\ == Jo)\—i-ZJn)\ . (k,\m)"
1

da wir fiir grofle m

SxdA = frJoad\ + f21) T

+2

|
ASydA = 20 frdondA + ay f21 Y Juy—o

n+1

erhalten.]
Wiirden wir anderseits annehmen, daf§ die Strahlungsintensitéit proportional der durch-

strahlten Masse abnimmt,
In=Jox— Jin-kx-m

so wiirden wir fiir kleine m wieder a, = 2a) erhalten; fiir grole m koénnen wir den Ausdruck
fiir a) nicht bilden, da wir selbstverstdndlich nur bis zu einem m gehen koénnen, das durch
die Bedingung 0 = Jy) — J1, - ky-m begrenzt ist. Doch 148t sich allgemein folgendes aussagen:
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Nimmt die Strahlungsintensitéit in Richtung der durchstrahlten Masse zu, so sind alle ay
zwischen 2« (schwarze Strahlung) und «, (parallele Strahlung) eingeschlossen; nimmt die
Strahlungsintensitdt in Richtung der durchstrahlten Masse ab, so ist stets a) > 2a, (grofler
wie fiir schwarze Strahlung). Dies einzusehen schlagen wir um f in die isotherm gedachte
Gasmasse eine Halbkugel mit beliebigem Radius und ziehen von f nach allen Richtungen
¥ Strahlungskegel mit kleinen Offnungswinkeln Q derart, dal von den auf der Kugelfliiche
ausgeschnittenen Basisflachen gleichviel Strahlung bei f zur Absorption gelangt. Wir haben
so schwarze Strahlung und a, = 2a,. Lassen wir nun die Strahlung aus der Richtung ¥ =
0 zunehmen, so nimmt der Betrag der aus dieser Richtung fallenden Strahlung zu, und
das Minus der Strahlung mit gréflerem ¢ kann der Absorptionen wegen nicht ausgeglichen
werden, wenn wir diese Kegel bis auf das Niveau der Taugentialfliche an der Kugel bei ¥ = 0
verlangern. Je stérker die Strahlung in Richtung ¥ = 0 zunimmt, desto mehr néhern wir uns
den Verhéltnissen paralleler Strahlung mit ay = «a,. Nimmt umgekehrt die Strahlung in
Richtung ¢ = 0 ab, so iiberwiegen die stéirker geneigten Strahlen, die mit @x/cosv eingehen,
und ay wird gréfler wie 2ay.

In Gleichung war «a, definiert als kydm. Fiir diffuse Strahlung kénnen wir
die entsprechende Beziehung ansetzen, indem wir k) im Verhéltnis @/a, vergrofern.

Diese Veréanderlichkeit von a, macht eine strenge, mathematische Behandlung des Strah-
lungsgleichgewichtes unmoglich. Denn ay ist Funktion der Temperaturverteilung, die eben
ermittelt werden soll. Man kénnte in schrittweiser Annéherung rechnen. Allein in den Féllen,
die von Wichtigkeit sein werden, ergibt sich eine solche Temperaturzunahme, daf§ in Glei-
chung (|25 auf der vorherigen Seite]) Ji) ungefihr von gleicher GroBe wie Jyy wird und wir
mit geniigender Genauigkeit mit a) = 2, also denselben Verhéltnissen wie bei schwarzer
Bestrahlung, rechnen konnen. Eine groflere Genauigkeit wird schon dadurch illusorisch, dafl
die in Betracht kommenden Absorptions-Koeffizienten fiir Luft nicht mit geniigender Ge-
nauigkeit bekannt sind. Wir werden deshalb mit einem nur von der Wellenldnge abhéngigen
ay rechnen, das die beobachteten Absorptionsverhéltnisse moglichst richtig darstellt und, da
dies ay als fiir schwarze Strahlung giiltig angenommen wird, zur Bildung des Kirchhoffschen

Gesetzes [Gleichung (6 auf Seite 7)) und Gleichung (|7 auf Seite 7))] verwenden.

1.3 ...

Die beiden die Erdatmosphére durchsetzenden Strahlungen, die Sonnenstrahlung mit A, =
0.470 pm und die Erdstrahlung mit \,,,, ungefidhr = 10 yum, sind in Bezug auf die Intensitéat
ihrer Komponenten so verschieden zusammengesetzt, dal wir ihre Absorptionsverhéltnisse
getrennt behandeln miissen. Das Absorptionsvermégen der Atmosphére fiir Sonnenstrahlung
kénnen wir nur auf wenig genaue Weise abschétzen. Durch Extinktionsbeobachtungen des
Sternenlichtes und Messung der Sonnenstrahlung bei verschiedenen Zenithdistanzen kénnen
wir wohl die Schwéachung der Strahlung fiir den jeweiligen Zustand der Atmosphére sehr
genau ermitteln; allein wir haben diese streng zu unterscheiden von wirklicher Absorption.
Diese Schwichung der direkten Strahlung beruht in erster Linie auf diffuser Reflexion an
den Gasmolekeln, dem suspendierten Staube und den Schlieren, die bei Durchmischung auf-
treten; nur ein kleiner Betrag resultiert aus der Umwandlung der strahlenden Energie in
Wirme, die zur Temperaturerhohung der durchstrahlten Massen verwandt wird. Nur dieser
letztere Teil ist wirkliche Absorption, die in das zu behandelnde thermodynamische System
eintritt und in dem Kirchhoffschen Gesetze zum Ansatze kommt, wihrend der andere Teil in
den 37 %, die zur Berechnung der Albedo dienten, eingeschlossen ist. Eine strenge Trennung
der Schwichung in diese beiden Summanden ist zur Zeit nicht moglich. Das Absorptions-
vermogen der Hauptbestandteile der Atmosphére, Sauerstoff und Stickstoff, zeigt sich durch
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das Auftreten tellurischer Linier['”)} allein die in Betracht kommenden Wellenlingenbereiche
sind zu klein, um in Betracht kommende Energiemengen umzusetzen. Uber das Absorpti-
onsvermogen von Wasserdampf und Kohlenséure liegen zuverldssige Laboratoriumsversuche
vor, eine Anwendung dieser Messungen auf atmosphérische Verhéltnisse ist aber nicht mit
Sicherheit moglich. Denn das Absorptionsvermogen ist Funktion des Druckes; ein und die-
selbe Wasserdampf- oder Kohlensduremenge absorbiert um so schwécher, je mehr sie durch
Abnahme des Druckes in Richtung der sie durchsetzenden Strahlen gestreckt wird. Aus dem
Absorptionsvermogen, das im Laboratorium bei Drucken von etwa 1 Atmosphére ermittelt
wurde, kann nicht geschlossen werden auf das Absorptionsvermdégen derselben Menge, falls
sie in der Atmosphére unter einem Partialdrueke von wenig mm Hg, oder gar Bruchteilen
eines Millimeters stehend durchstrahlt wir. (Abbot und F. E. Fowle, [1908| Teil II, Kap.
IV, S. 161) kommen durch sorgfiltige Uberlegungen zum Schlusse, da8 aus einem Biindel
Sonnenstrahlung vom Querschnitt der Erde beim Durchsetzen der Atmosphére (es kommen
also alle Richtungen mit den Vertikalen in Betracht) bei mittleren Feuchtigkeitsverhéltnis-
sen etwa 12 % absorbiert werden. Dieser Wert diirfte eher zu grof§ sein. Mangels besserer
Unterlagen werden wir annehmen, dafl von der einfallenden Sonnenstrahlung durchschnitt-
lich 10 % zur Absorption gelangen. Mit weit groBerer Sicherheit 148t sich die Absorption
der Erdstrahlung abschétzen, da sie hauptsidchlich Wellenléngen enthélt, die von Wasser-
dampf besonders kriftig absorbiert werden. Wir schlieBen uns den Ausfithrungen (Abbot
und F. E. Fowle, 1908, Teil II, Kap. IV, S. 172) an: “Gemé&f den Arbeiten von Rubens
und Aschkinass, Langley, Keeler und Very und Nichols kénnen wir sicher schlieffen, dafl der
zehnte Teil des Wasserdampfes, der durchschnittlich in einer vertikalen Séule der Atmosphére
enthalten ist, hinreicht, um die Hélfte der von der Erdoberfliche nach dem Weltenraum aus-
gesandten Strahlung zu absorbieren; und es ist hochst wahrscheinlich, da mit Riicksicht auf
die grofleren Luftmassen, welche von vielen Strahlen, die von der Erde nach dem Weltenraum
ausgesandt werden, schief durchsetzt werden, selbst an einem klaren Tage neun Zehntel der
von der festen und fliisssigen Erdoberfliche ausgesandten Strahlen durch den Wasserdampf
der Atmosphére absorbiert werden.“

[Die Absorptionswirkung der in der Atmosphére enthaltenen Kohlensaure tritt nach (Ab-
bot und F. E. Fowle, [1908, Teil II, Kap. IV, S. 172) gegeniiber der Wirkung des Wasser-
dampfes vollstandig zuriick - aber nur in der Ndhe der Erdoberflache.]

Wir werden also weiterhin die Absorption eines Gemisches von Sauerstoff und Stickstoff
als verschwindend klein annehmen, den mit Wasserdampf beladenen Teil der Atmosphére
hochstens 10 % der Sonnenstrahlung und mindestens 90 % der Erdstrahlung absorbieren las-
sen. Dadurch soll lediglich ein Mechanismus geschildert, nicht eine Wérmebilanz aufgestellt
werden. In Bezug auf letztere absorbiert die Atmosphére bei stationdrem Zustande iiber-
haupt nichts, denn was absorbiert wird, wird durch Strahlung restlos wieder abgegeben,
sowohl von der Atmosphére als Ganzem, wie von jeder einzelnen Schicht. Wir sind uns auch
klar dariiber, da8, wenn wir das Gesetz der Absorption in die Form kleiden S = Sye~ ",
wir mangels eines besseren Gesetzes von dem Ansatze dS = — Skym ausgegangen sind, also
sicherlich nicht richtig die Absorption proportional der Masse, unabhéngig von dem Drucke,
unter dem sie steht, angesetzt haben.

Das Absorptionsvermogen der Atmosphére konnte indirekt aus ihrem Strahlungsvermoégen
bestimmt werden. Mehrfach wurden Versuche unternommen, letztere Groflen durch die
néchtliche Ausstrahlung einer schwarzen Fldche zu bestimmen; ihre Bedeutung wurde von

10) Tellurische Linien sind atmosphiirische Linien in den Spektren der Sterne, die durch die Absorption des
Lichts beim Durchgang durch die Erdatmosphére entstehen.

W Heute sind die damals unbekannten Werte tabelliert (z. B. Rothman und others | (HITRAN)) und auch
besser verstanden.
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F. M. Exner| (1911) angezweifelt. Allein, wie in Kapitel |6 auf Seite 45| gezeigt werden wird,
bestéatigen sie vollstédndig die weiterhin entwickelte Theorie. Durch Laboratoriumsversuche
hat Very| (1901) das Strahlungsvermogen abgeschlossener Gasmassen zu bestimmen versucht;
seine Messungsresultate sind leider in die Literatur iibergegangen, obwohl sie, worauf auch
E. (Gold, (1909, S. 53) hinweist, unméglich richtig sein kénnen. Die Gasmasse ist in einem
Rohr durch eine Steinsalzplatte und einen beweglichen, geschwiérzten Stempel abgeschlossen,
und das Ganze isotherm auf konstanter Temperatur gehalten. Die Strahlung des Stempels
und der Gasmasse wird gemessen, der Stempel eine gemessene Strecke zuriickgezogen, und
nun eine grofere Strahlung gemessen, die félschlich der hinzugekommenen Gasmasse zuge-
schrieben wird. Denn die hinzugekommene Gasmasse strahlt nicht nur, sondern sie absorbiert
auch einen Teil der Strahlung des Stempels und zwar derart, dafl nach dem Kirchhoffschen
Gesetze gerade Kompensation eintreten mufi. (Wie oben Seite |10| gezeigt, kann eine isother-
me Atmosphére die Strahlung einer schwarzen Unterlage nicht dndern.) Bei einer fehlerfreien
Versuchsanordnung muf} die Stellung des Stempels ohne Einflufl auf die ausgesandte Strah-
lung sein. Daf} seine Stellung dennoch von Einfluf§ ist, rithrt daher, dafl das Rohr nebst
Stempel einen unvollkommenen schwarzen Hohlraumstrahler darstellt, der schwérzer, also
besser strahlend wird, je mehr er sich durch Zuriickziehen des Stempels einem vollkommenen
Strahler, wie er von Lummer und Kurlbaum benutzt wird, néhert.

2 Strahlungsgleichgewicht bei grauer Strahlung

Eine Atmosphére strahle grau, d.h. ihr Absorptionsvermégen a und der Absorptionskoeffi-
zient k sind unabhéngig von der Wellenldnge \; die Warmeabgabe bei grauer Strahlung ist
durch Gleichung bestimmt.

Die z-Achse legen wir von oben nach unten, d. i. der Schwerkraft entgegen. Eine Schicht
von der Dicke dz sei ausgezeichnet durch die Dichte o, die Temperatur T, den Absorp-
tionskoeffizienten k£ und das Absorptionsvermogen a = kodz = kdm, dm die Masse per

G kal.
Querschnittseinheit. Diese Schicht gibt nach jeder Seite e = a £ = k dm E w
cm? - min.

ab. E ist die entsprechende Grofle fiir einen schwarzen Strahler von gleicher Temperatur.
In Richtung 4z und —z wird die Schicht von Energiestromen B und A durchsetzt, geliefert
durch die Strahlung der hoher resp. tiefer liegenden Schichten und etwa vorhandener, dufle-
rer Strahlungsquellen. Diese Strome werden beim Durchsetzen der Schicht um den Bruchteil
a = k dm, durch Absorption geschwécht, und durch die Strahlung der Schicht um den
Betrag a E = k dm FE verstiarkt. Beriicksichtigen wir, dal B in Richtung 2z, A in Rich-
tung —z verlduft, so erhalten wir die beiden Hauptgleichun gen, die allen weiteren
Betrachtungen zu Grunde liegen:

dB
—— = —kB+kE 26
- + (26)
dA

— = +kA—kE 27
o=t (27)

Ist die Temperaturverteilung, also auch Verteilung von F bekannt, so konnte B und A
fiir jede Stelle z der Atmosphére berechnet werden; denn durch Auflésung der beiden Dif-
ferentialgleichungen enthalten wir B und A als Funktion der Masse, die pro em? zwischen
einem Ausgangsniveau und der betrachteten Stelle liegt; und mit Hilfe des Temperaturver-
teilungsgesetzes kann, auf dhnliche Weise, wie unten gezeigt werden wird, die Abhéngigkeit
von z ermittelt werden. Ist E resp. T" unbekannte Funktion von z resp. m, so ist die Losung
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unbestimmt, da die beiden Gleichungen 3 Unbekannte B, A und E verbinden. Jede weite-
re Bedingungsgleichung macht die Losung eindeutig. Wir verlangen Strahlungs-
gleichgewicht. Die gewonnene Wéarmemenge kdmB + kdmA muf fir jede Schicht
gleich der nach beiden Seiten abgegebenen Warmemenge 2kdmFE sein. Wir erhalten also die
Bedingungsgleichung des Strahlungsgleichgewichtes

9%E=kB+kA =  2kE—k(B+A) =0 (28)

Ohne Benutzung dieser Bedingung folgt aus der Summe der Gleichungen ([26 auf der|
ivorherigen Seite]) und Gleichung (27 auf der vorherigen Seite))

4B dA _
dm  dm

Fiir die Differenz der Gleichungen (26 auf der vorherigen Seite]) und Gleichung (27 auf der]
vorherigen Seite|) wird:

—k(B — A) (29)

d—B—%——k(B—l—A)nLQkE

dm dm
Das Einsetzen der Bedingungsgleichung liefert

dB dA
= _2 = 30
dm dm ’ (30)
so daf} sich ergibt
B — A = const = 2y (30a)

Wir haben also den Satz: Herrscht bei grauer Strahlung Strahlungs-
gleichgewicht, so ist die Differenz der Energiestrome B und A konstant. Diese Kon-
stante wird im folgenden stets mit 2 bezeichnet.

Aus Gleichung , Gleichung , Gleichung ( folgt
dB dA

—k
dm dm "

= —k;

und die Losung des Problems

A= —kym+ Ay (31)
E =—kym + Ey

By und Ap sind dem jeweiligen Spezialfalle anzupassende Integrationskonstanten. Stets ist

By — A By + Ag
=200 =T
2 2
Ansatz und Losung dieses Strahlungsproblems sind von [Schwarzschild (1906) gegeben.
Da E = sT* folgt: Bei Strahlungsgleichgewicht grauer Strahlung
nimmt die Temperatur mit der Tiefe ab, zu oder ist konstant,
je nachdem v>0,vy<0,y=0,.

(32)

15



Wir sehen von einer Verdnderlichkeit des Wertes ¢ der Schwerkraft a und koénnen
Gleichung (|31 auf der vorherigen Seite]) schreiben, da der Druck p = gm ist,

k
E:sT4:—£p—|—sT61 = p=-ri-T1H = dp:—4%T3dT (33)

worin Ty durch die Temperatur an der Grenze der Atmosphére (m = 0, p = 0) bestimmt ist.
Wir untersuchen mit Schwarzschild die mechanische Stabilitdt bei Strahlungsgleichge-

wicht. Fiir jedes mechanische Gleichgewicht mufl die Bedingung dp = godz erfiillt sein,

d d
die wir mit Hilfe der Zustandsgleichung der Gase b_ gRT schreiben konnen w_ R—;

p
Verbinden wir damit die Beziehung, die sich ergibt, wenn wir Gleichung ( logarithmisch
differenzieren, so erhalten wir den Zusammenhang zwischen 7" und z in der Form

15973
dp VT ypsar 4
[ _ H<T4 _ Tél) T 15 RT
dz AT*dT
o T 4
R~ Ti-T] (34)

dr
Damit stabiles Gleichgewicht vorhanden ist, darf der Temperaturgradient T nicht grofler
z

1

= der fiir indifferentes Gleichgewicht gilt (Emden,
K

1907, Kap. XVII, §§ 10, 11, 12 und Kap. XIX, § 5). Bedingungsgleichung fiir Stabilitét ist

/i p—
sein als der Temperaturgradient

deshalb
T[) 4 k—1
1-(=) <4 35
() <1 (59
Der Ausdruck rechts hat fiir 1-atomige (k = 3/3), 2-atomige (k = 5/5), 3-atomige (k = 4/3),
8 8

noch mehr atomige Gase (k < 4/3) die Werte 5 o 1, < 1. Wir schlieBen: Nimmt die

Temperatur mit der Tiefe zu, so ist fiir 1-, 2- und 3-atomige Gase stets Stabilitédt vorhanden.
(Bei Temperaturabnahme nach unten ist selbstverstiandlich stets Stabilitét vorhanden.)

Gleichung 148t sich integrieren und wir erhalten, wenn wir noch die Hohe h, dh = —dz
einfithren:

00nst+i =const — = =
B To T -1 To '
=T, {4?+logT+T0—2arctg?], T>1T,, v<0 (36)
T To+T T
=Ty |4— — 1 —2arctg—1|; T < T >0
0{ T OgTO—T angT]’ 0, 7

Schwarzschild hat die Gleichung (]31 auf der vorherigen Seite)) angewandt auf die Sonne.
An ihrer Oberflache ist die Einstrahlung, also auch By = 0; Ay ist bestimmt durch die

12)Dieses Absehen der Veriinderlichkeit der Schwerkraft hat keine wesentlichen Auswirkungen, denn diese
Veridnderung ist gering, weil die Dicke der Atmosphiire klein gegeniiber dem Erdradius ist, so dafl der Radius
einer Atmosphérenschicht nur wenig grofler als der Erdradius ist.
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Solarkonstante, also durch die effektive Sonnentemperatur, und Ej resp. Ty, die Temperatur
Te ektiv .
der duBersten Schichten, wird nach Gleichung (|32 auf Seite 15) Tp = % (Vgl. die

4

Ausfithrungen der folgenden Kapitel.) Mit Hilfe dieses Ty wurde Gleichung ([36 auf der|
ivorherigen Seite]) numerisch ausgewertet.

Bevor wir die Gleichung (j31 auf Seite 15|) auf die Erde und ihre Atmosphére anwenden,
bringen wir noch einige formale Anderungen an, die sich spéter niitzlich erweisen werden.
Wir kénnen By und Ay und dadurch Ejy bestimmen durch die Werte von B, A, E an der
oberen Grenze der Atmosphire, die wir B, A, E schreiben, und haben

B =—-kym+B
A =—kym+ A
FE :—lwm—l—E (37)
B-A — B+ A
7= ; E = 4
2 2

Haben wir, wie bei der Erde, eine Atmosphére von endlicher Masse M pro em?, so kann es
zweckméflig sein, Ay zu bestimmen durch A, den Wert von A an der unteren Grenze, m = M.
(Im folgenden werden stets Werte, die sich auf die obere resp. untere Grenze beziehen, durch
einen oben resp. unten angebrachten Querstrich ausgezeichnet.) Dann ergibt eine leichte
Umrechnung

B =—-kym+B
kBM +2A
A __k7<m_M)+A__k7m+kM——i—2
_ M B+ A 38
E :—k:'merE:—k'y(m—?)Jr ;__ (38)
_ B-A4 Eik§M+§+A‘ Eikmw+§+4
T T EM 2 T kM+2 0 T T kM2

Ist der Wert von B und A fiir eine Stelle gegeben, etwa B und A [Gleichung ([37)] oder
B und A [Gleichung (]38))], so ist E resp. T fiir jede Stelle m eindeutig bestimmt.
Soll aber T als Funktion von z resp. h ermittelt werden, so bleibt eine neu auftretende
Integrationskonstante zu unserer Verfiigung [vgl. Gleichung (|63 auf Seite 30)]. Denn ist
m = f(T') und beriicksichtigen wir die mechanische Gleichgewichtsbedingung

_ __gpdh
dp = —godh = T

so haben wir, da p~m

/Tw%fwnz—%/wL

Die Losung ist wieder eindeutig, wenn 7' fiir ein bestimmtes h oder auch die ganze Masse
M (endlich) gegeben ist.
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oo I o T

m=g

Diagr. 1:

Den Inhalt der Gleichung (|37 auf der vorherigen Seite)) resp. Gleichung (|38 auf der
ivorherigen Seite]) konnen wir auf einfache Weise graphisch zur Darstellung bringen (Dia-

gramm . Abszisse ist die durchstrahlte Masse m, Ordinate die Stirke des Energiestromes

G kal. — -
in ﬂ. B ist eine ,,Solarkonstante“. Fiir m = 0 treffen wir die Werte B, A, E; die

cm? - min.
. . . . B+ A
Ordinate bei m = M bestimmt B, A, E. Stets ist F =

sich parallelen Geraden ist proportional ihrem gegenseitigen Abstande, nach aufwérts oder
abwirts gerichtet, je nachdem die Ausstrahlung oder Einstrahlung iiberwiegt. Sind beide
gleich, so ist E = E = B = A, und wir haben Isothermie. Wiirde die Erdatmosphire (ge-
meint ist hauptséchlich die Troposphére) nicht durch Konvektionsstrome und die allgemeine
Zirkulation gemischt, so wiirden in den nordlichen Gebieten die Temperaturverhéltnisse im
Winter dem Diagramm [T, im Sommer dem Diagramm [Ip sich anpassen.

Wir betrachten die Atmosphéare als Ganzes und durch geniigend
lange Zeiten. Da Ausstrahlung und Einstrahlung sich Gleichgewicht halten, haben wir
B — A =2y = 0 und nach Gleichung (|37 auf der vorherigen Seite[)

und die Neigung der unter

E=const=B=DB=A (39)

d.h. durch die ganze Atmosphédre hindurch ist die Temperatur kon-
stant und gleich der Temperatur eines schwarzen Strahlers,
der die iiber die Erde gleichmédflig ausgebreitete Sonnenstrah-
lung wieder zuriickstrahlt. Diese Temperatur haben wir (vgl. Kapitel
te b)) effektive Erdtemperatur genannt. Die ganze Atmosphére befande sich somit auf der
effektiven Erdtemperatur, T.5; = 254 = —19°C. Bestimmen wir weiter die Oberflichentem-
peratur der Erde. Von unten muf in die Atmosphéire ein Energiestrom A = B = B = sT e4f /.
eintreten, geliefert dadurch, dal die Erdoberfliiche einen Teil des unten aus der Atmosphére
austretenden Energiestromes B = B reflektiert und einen zweiten Teil gem#B ihrer Tempera-
tur T grau ausstrahlt. Ist das Absorptionsvermégen der Erde a, so ist ihr Reflexionsvermogen
1 — a, der erste Teil wird (1 —a)B = (1 — a)sT,;, der zweite Teil asT*; wir haben die Be-
dingungsgleichung

(L —a)sT,; +asT* = sT7, (40)

und erhalten die Temperatur der Erdoberfliche T' = T, ¢; = 254 = —19°C, unabhingig von
ihrem Absorptions- resp. Strahlungsvermogen.
Wir erhalten als Resultat dieser Untersuchung;:
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Wird die von der Sonne zugestrahlte Energiemenge, vermin-
dert um die Energiealbedo, gleichmédflig verteilt und graue
Strahlung vorausgesetzt, so ist bei Strahlungsgleichgewicht
die Atmosphéare isotherm, und ihre Temperatur, sowie die Tem-
peratur der strahlenden Erdoberfldche sind gleich der effek-
tiven Erdtemperatur T =254°= —19°C.

Dies Resultat ist, da die Temperatur der oberen Inversionsschicht durch Beobachtung
zu —55°C rund bestimmt ist und die Mitteltemperatur der Erdoberfliche 14.4°C betrigt,
ungeniigend. Wir haben deshalb die vereinfachenden Voraussetzungen fallen zu lassen, die
K. [Schwarzschild (1906) bei seinen Untersuchungen zur Sonnenoberfliche angewandt hat
und ausdriicklich als Vereinfachungen gekennzeichnet hat. £ und @ wurden unabhéngig 1.
von der Wellenlénge (graue Strahlung); 2. von der Hohe angenommen. Die zweite Annahme
ist sicher unstatthaft, denn der in erster Linie absorbierende Wasserdampf nimmt mit der
Hohe ab. Es 148t sich aber leicht zeigen, dafl der ausgesprochene Satz bestehen bleibt, wenn
k resp. a beliebige Funktionen der Héhe sind. Denn fithren wir ein die ,,optische“ Masse u

u:/kdm
0

so konnen wir die beiden Hauptgleichungen schreiben

& - BtE

A (41)
L

dp

und erhalten mit der Bedingungsgleichung 2kE = kB + kA wie oben die Losungen

B =—yu+ By

A =-—ypu+ A

E —p+ Eo
B—A = const =2y

(42)

und fiir B = A, v = 0 ergibt sich wieder F = const = B, also Isothermie von
derselben Temperatur.

Wir haben also die erste Annahme, graue Strahlung, fallen zu lassen. Ehe wir dazu iiber-
gehen, haben wir uns mit den Untersuchungen Humphreys und Gold’s, die graue Strahlung
voraussetzen, zu beschéftigen.

Anmerkung. Durch Gleichung (40 auf der vorherigen Seite]) hat sich das scheinbar tiber-
raschende Resultat ergeben, dafl die Temperatur der Erdoberfliche unabhéngig von ihrem
Absorptionsvermogen, also auch unabhéingig von ihrem Emissionsvermégen ist. Dies beruht
auf einem allgemeinen Satze: Graue Strahlung vorausgesetzt, bestimmt das Absorptions-
vermogen wohl die umgesetzten Warmemengen und damit die Geschwindigkeit der Einstel-
lung, nicht aber die Temperatur des Strahlungsgleichgewichtes. Denn sind a, r und d die
Bruchteile der auf einen Korper fallenden Strahlung S, die von diesem absorbiert, reflektiert
und durchgelassen werden, so ist die Temperatur des Strahlungsgleichgewichtes bestimmt
durch die Beziehung: abgegebene = zugestrahlte Warmemengen

asT* +r-S+d-S=38,
welche Gleichung durch die Beziehung
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l=a+7r+d
die Temperatur des Strahlungsgleichgewichtes T'

sT* =8

unabhéngig von a bestimmt. Stets ergibt sich die Temperatur eines bestrahlten schwarzen
Korpers. Eine versilberte Kugel, eine Gasmasse in einer vollkommen durchsichtigen Hiille
eingeschlossen, und ein Schwarzkugelthermometer nehmen, unter denselben Bedingungen
bestrahlt, dieselbe Temperatur an. Die Temperatur, auf welche sich ein fester oder gasférmi-
ger Himmelskorper einstellt, ist unabhéngig von seiner Albedo (immer graue Strahlung vor-
ausgesetzt) gleich der Temperatur eines unter denselben Bedingungen bestrahlten schwar-
zen Korpers. Wir haben so den einfachsten Beweis, daf3 sich die Erdatmosphére bei Strah-
lungsgleichgewicht isotherm auf effektive Erdtemperatur einstellt. Das Absorptionsvermégen
macht sich nur geltend, wenn noch Wirmemengen durch sogenannte duflere Wirmeleitung
abgegeben werden. Setzen wir diese gleich h(T —Tp), h das dulere Warmeleitungsvermdogen,
Ty die Temperatur der Umgebung, so bestimmt sich 7" aus der Bedingungsgleichung

asT*+r-S+d-S+h(T-Ty) =S

und wird

h
sT* + a(T ~Ty) =85,

also bei gleichem h mit a zu- und abnehmend. Bei kleinem a (versilberte Kugel a = 0,03)
nimmt T betrachtlich kleinere Werte an wie fiir a = 1.

3 Die Untersuchungen von W. J. Humphreys (1909) und
E. Gold (1909)

Die Temperatur der oberen Inversion, der Stratosphére, auf Grund von Strahlungsvorgéingen
zu bestimmen ist von W. J. Humphreys versucht worden. Seine Ausfithrungen werden sich
als nicht stichhaltig erweisen. Da sie aber mehrfach in die Literatur iibergegangen sind, und
Humphreys das Verdienst zukommt, zuerst, wenn auch nicht einwurfsfrei, einen richtigen
Ausdruck fiir diese Temperatur gefunden zu haben, miissen sie hier behandelt werden.

Eine strahlende Platte vom Absorptionsvermégen a sei zwischen zwei ihr parallele, schwar-
ze Flachen von der Temperatur T' eingeschlossen. Pro Flécheneinheit entnimmt sie dem von
beiden Flichen zugestrahlten Betrage 2Fr = 2sT* den Bruchteil a, und bei stationirem
Zustande wird, da sie nach beiden Seiten ausstrahlt, ihre Temperatur 75, bestimmt durch
die Beziehung

2aEr = 2asTy = Th=T (a)

Die eine schwarze Fliche werde entfernt. Genauer die eine Seite der Platte soll keine
Strahlung mehr erhalten, d.h. die Umgebungstemperatur auf der einen Plattenseite ist 0 K.
Da die Platte nun nur noch von einer Seite her Strahlung empfingt, aber immer nach
beiden Seiten ausstrahlt, bestimmt sich ihre neue Temperatur 7T} aus der Beziehung

aBr = 2asT} (b)
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und aus Gleichung (Ja auf der vorherigen Seite]) und Gleichung ([b auf der vorherigen Seite))
folgt

T _ T
v2 o 1,19
Die Anwendung dieses Strahlungsschemas auf das zu behandelnde Problem ergibt sich
nach Humphreys wie folgt: Die Sonnenstrahlen durchsetzen die Stratosphére ohne nennens-
wert absorbiert zu werden und veranlassen die tiefer liegenden, wasserdampfhaltigen Schich-
ten, schwarze Strahlung von der effektiven Erdtemperatur T = 254° auszusenden, die nun
von der Stratosphére zum Bruchteil a absorbiert wird. (Humphreys nimmt die atmosphéri-
sche Schicht mit T = 254° Mitteltemperatur als Strahlungsquelle an. Dies ist, wie bereits
oben S. |§| erwahnt, nicht zuléssig und durch die vorstehende Betrachtungsweise eliminiert.)
Also berechnet sich nach Gleichung die Temperatur der Stratosphére zu

(43)

254°
Ty 7
wihrend man sie auf Grund zahlreicher Messungen zu rund —55°C ansetzen kann. Diese
glinzende Ubereinstimmung und die Einfachheit der Uberlegung haben Zweifel an deren
Richtigkeit nicht aufkommen lassen. Dafl sie nicht richtig ist, beweist schon die einfache
Tatsache, daf sie zu einer unméglichen Wéarmebilanz fithrt. Denn die Sonne strahlt der Er-
de (nach Abzug der Albedo) pro Zeit und Flicheneinheit o-Energieeinheiten zu, welche die
Stratosphére durchsetzen und die tiefer liegenden Schichten so erwérmen, dafl diese wieder
o-Einheiten, nur in anderen Wellenldngen, zuriickstrahlen. Ohne Zwischentreten der Strato-
sphére wiirde sich also eine richtige Warmebilanz ergeben. Allein die Stratosphére absorbiert

= 214° = —59°C

ac-Einheiten und wird dadurch zur Temperatur Ty = —= erhitzt, so daf} sie nach jeder Seite

V2
ao ao

hin % Einheiten abgibt. Es verlassen also die Atmosphére nach auflen o —ao + 5 =0T

ao
Einheiten, so daf3 die Erde als Ganzes pro Zeit und Flicheneinheit — Einheiten gewinnen

wiirde, was offenbar nicht mdéglich ist und dem Begriff des Strahlungsgleichgewichtes wider-
spricht.

Die Arbeit von E. |Gold| (1909), die wir unten besprechen werden, wird héufig als wertvolle
Ergidnzung und Erweiterung der Ausfiithrungen Humphreys’ betrachtet. Mit Unrecht, denn
sie steht mit ihnen in direktem Gegensatze. Sie bestimmt die Temperatur der Atmosphére
bei Voraussetzung grauer Strahlung richtig durchwegs konstant zu T = 254°, also gleich der
effektiven Erdtemperatur.

Das der Gleichung (|b auf der vorherigen Seite]) zu Grunde liegende Strahlungsschema
gibt uns bereits einigen Einblick in die néchtlichen Strahlungsverhéltnisse bei Strahlungs-
wetter. Die Erdoberfliche gebe pro Minute und Quadratzentimeter S-Wéarmeeinheiten ab.
Fehlt nachts die Einstrahlung der Sonne und ist die Atmosphére sehr trocken, ihr Absorp-
tionsvermogen infolgedessen auflerordentlich klein, so wird diese Wéarmemenge in den Wel-
tenraum ausgestrahlt. Die néchtliche Temperatur der Erdoberfliche kann dann selbst nach
heiflen Sommertagen sehr tiefe Werte erreichen. (Oparakane: 9. Sept. 1904 12 Uhr mittags
40°C, 12 Uhr nachts (= 0 Uhr) —9°C). Wird durch Beimischung von Wasserdampf das Ab-
sorptionsvermogen der Atmosphére auf den Wert a gebracht, so absorbiert sie a S-Einheiten
und sendet bei einer Temperatur 7" nach oben und unten je S’-Einheiten aus. Die Erd-
oberflache verliert nur noch S — S’-Einheiten und in den Weltenraum werden S —a S + 5’
Einheiten ausgestrahlt. Hierbei haben wir, da wir nicht die einzelnen Wellenléngen beriick-
sichtigten, graue Strahlung der Atmosphére angenommen. Wir lassen in erster Anndherung
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die Erdoberflache schwarz strahlen; namentlich fiir tiefe Wassermassen diirfte dies mit Riick-
sicht auf ihr geringes Reflexionsvermoégen zutreffen. Ist Strahlungsgleichgewicht vorhanden,

so ist ' = 22 \nd der Wiérmeverlust der Erdoberfliche wird von S auf S — il herabge-

setzt. Schon geringe Wasserdampfmengen geniigen, die Erdstrahlung kréftig absorbieren zu
lassen. Wir schliefen: Die strahlende Erdoberfldche vermag eine was-
serdampfhaltige Atmosphédre derart anzuheizen, dafl ihr eige-
ner Warmeverlust durch Gegenstrahlung im Maximum auf den
halben Wert herabsinkt.

Dieser Strahlungsschutz der feuchten Atmosphére tritt noch stérker in Erscheinung, wenn
wir statt Strahlungsgleichgewicht die in Wirklichkeit vorhandenen Temperaturen beriicksich-

tigen. Wir geben der Erdoberfliche eine Temperatur von 12°C, T = 285°. Schwarz strahlend

Grammkal.

gibt sie 0.50 ab, und bei Strahlungsgleichgewicht wird die Temperatur der At-
c

285°

4

m? - min.
= 239° = —-34°C.

Diese abnorm kalte Atmosphére kénnte bereits bei geniigendem Gehalt an Wasserdampf
den Warmeverlust der Erdoberfliache auf 50 % herabsetzen. Bei hoheren Temperaturen, die
selbstverstandlich nicht durch Strahlungsgleichgewicht bedingt sind, steigt die Gegenstrah-
lung stark an, proportional 7. Diese Verhéltnisse werden in Kapitel eingehend
behandelt werden.

Die gediegenen Untersuchungen von E.|Gold (1909), deren Studium und Versténdnis durch
eine sehr gedringte Darstellungs- und mathematische Bezeichnungsweise erschwert werden,
verdienen eine eingehendere, kritische Durchsicht. Wir haben bereits S. [4] aufmerksam ge-
macht, dafl Gold fiir Strahlungsgleichgewicht zwei Bedingungen als gleichwertig ansetzt: 1.
Gleichheit absorbierter und emittierter Strahlung jeder Schicht [enthalten in unserer Glei-
chung (28 auf Seite 15))]; 2. Gleichheit der Energiestrome B und A, welche die Schicht in
entgegengesetzten Richtungen durchsetzen. Wie die Untersuchungen des Kapitel
zeigten, ist das erste Kriterium weit allgemeiner und gilt die zweite Bedingung nur
fiir den Spezialfall der Warmebilanz Null, B — A = 0. Da aber Gold nur diesen Spezialfall
naher untersucht, entsteht kein weiterer Nachteil. Das erste Hauptresultat der Goldschen
Untersuchungen ((Gold}, (1909, S. 5)) ,,or the temperature for the isothermal state must be
such, that a full radiator at that temperature would radiate with an intensity equal to the
average vertical component of the intensity of solar radiation [oder die Temperatur fiir den
isothermen Zustand mufl so sein, dass ein vollstdndiger Strahler bei dieser Temperatur mit
einer Intensitét ausstrahlen wiirde, die gleich der durchschnittlichen vertikalen Komponente
der Intensitét der Sonnenstrahlung ist]“ deckt sich mit den Ergebnissen unseres Kapitel
Seite 14] Dies Resultat ergab sich uns bei Voraussetzung grauer Strahlung der Atmosphére.
Gold hingegen (sein b entspricht unserem k) bemerkt S. 55 ausdriicklich, obwohl b nicht den
Index A triagt, where b may vary with A [wobei b mit A variieren kann|; und sein Satz ist ohne
weitere Einschrankung der b abgeleitet. Allein es ist a priori klar, dafl in dieser Allgemeinheit
der Satz nicht richtig sein kann. Denn wiirde die Atmosphére nur in zwei Wellenldngen \;
und A, strahlen und absorbieren, so ist die Ausstrahlung b; E, + by E, bestimmt durch die
Temperatur, die Absorption by Sy, +b25),, aber abhéngig, wie die Strahlungsbestandteile Sy,
und S, in der einfallenden Strahlung gemischt sind. Die Goldsche Schreibweise erschwert
den Fehler aufzufinden. Gold schlieit (S. 58): Again if we substitute in equation II, we find

mosphére, unabhéngig von ihrem Gehalt an Wasserdampf, T" =
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[Auch hier finden wir, wenn wir das in der Gleichung II ersetzen]

/ Vid\ = / 21 Jad\ / z~ 3= OP) g (a)
0 0 0

(die linke Seite gibt die Strahlung der Sonne, die rechte Seite die Strahlung aller Schichten
plus der Erde, welche eine Ebene beim Drucke p; durchsetzen)

and if p; is small, this becomes [und wenn p; klein ist, ergibt dies]

[Vad\ = [wdyd =) (b)
0 0

Gleichung @ liefert den ausgesprochenen Satz. Allein schreiben wir Gleichung @) ausfiihr-
licher, unter Weglassung von Unwesentlichem und bezeichnen die Sonnenstrahlung mit .S,
so haben wir

17 s bap1 o0 /2 bap
—/SAd)\/cosﬁe cos ¥V dv = /27rJ,\d)\/cosz96 cos ¥ dv (a)
T

0 0 0 0

Die Glieder, die by enthalten (also die rechten Integrale, die gleich sind), sind Funktion ¢
(als Kurzschreibweise des Integrals) von A; wir haben also

o0 [e.9]

! / P\ SrdA = / 2 o(A)JrdA
T
0 0

und so lange () nicht spezialisiert ist, konnen keinerlei Schliisse iiber den Zusammenhang
zwischen [ Shd\und [ JydA gezogen werden. Gold kommt zu seinem Satze lediglich dadurch,
0 0

daf} er, indem p; = 0 gesetzt wird, by aus den Gleichungen entfernt. Dasselbe Resultat ergibt
sich, wenn in Gleichung by konstant gesetzt, also graue Strahlung angenommen wird.

Die Goldsche Behandlung atmosphérischer Strahlungsprobleme unterscheidet sich in zwei
Punkten von unserem in Kapitel 2 auf Seite 14] und auch weiterhin beniitzten Verfahren.
Wir haben in Kapitel gezeigt, dafl die Absorption diffuser Strahlung, soweit sie
hier in Betracht kommt, sich mit geniigender Genauigkeit behandeln 1&8t, wenn sie als paral-
lele Strahlung mit doppeltem Absorptionskoeffizienten angesetzt wird. Wenn die einfallende
Strahlung nicht isotrop ist (sie stammt z. B. aus Bereichen mit Temperaturgradienten) so
entstehen richtungsabhéngige zusammenfassende Absoptionskoeffizienten [sieche Gleichung
(17 auf Seite 9)) und nachfolgender Absatz|. Die Ungenauigkeit tritt vollstandig zuriick ge-
geniiber der Tatsache, dafl wir die Zahlenwerte derselben kaum der Groéflenordnung nach
kennen. Gold rechnet formal streng. Dies hat aber den Nachteil, dafl das ganze Zahlenma-
terial seines Abschnittes VI nur durch miihsame, mechanische Quadratur gewonnen werden
kann, wihrend wir, wie sich unten zeigen wird, iibersichtliche, geschlossene Ausdriicke erhal-
ten, die sich leicht numerisch ausrechnen lassen. Gold behandelt zweitens Sonnenstrahlung,
Erdstrahlung und atmosphérische Strahlung getrennt. Wir haben nach dem Ansatz von
Schwarzschild| (1906)) lediglich die Energiestrome B und A zu berechnen; der Einfluf} der
Sonnen- resp. Erdstrahlung kommt [Gleichung (|38 auf Seite 17)] in den Integrationskon-
stanten B (oben auffallende Sonnenstrahlung) und A (unten einfallende Erdstrahlung) zur
Geltung.

Die Behandlung des Strahlungsgleichgewichtes ist bei Gold mit Aufdeckung der Isother-
mie von der effektiven Erdtemperatur erledigt. Das Resultat ist, wie wir oben (S. sahen,
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unbefriedigend und steht in keinem Verhéltnis zu dem groffen angewandten mathematischen
Apparat. Von neuen Gesichtspunkten geht der Abschnitt VI aus: Application to the Earth
Atmosphere taking into account the Diminution of Watervapour with Height. Limits to
which Convective Equilibrium can subsist [Die Anwendung auf die Erdatmosphéire unter
Beriicksichtigung der Verringerung des Wasserdampfes mit der Hohe. Grenzen, wie das kon-
vektive Gleichgewicht bestehen kann]. Wir nehmen mit Gold & und «a als unabhéngig von der
Wellenldnge an, setzen also Graustrahlung der Atmosphére voraus. Ist die Atmosphére in
konvektivem Gleichgewichte T ~ p* /%, so ist bekanntlich x fiir atmosphérische Luft = 7/s,
also T = p'/*°. Die Ausstrahlung ist bei grauer Strahlung ~ T?, also ~ p¥*?. Dies wiirde zu
unangenehmen Ausdriicken fiihren, da Integrale von der Form [ Y7 e*dx auftreten wiirden.
Wir setzen deshalb in Annsherung 7' ~ p'/* und erzielen so E ~ p. Wir haben damit x = /3
angenommen; unsere Betrachtungen wéren deshalb fiir eine 3-atomige Gasmasse strenge
richtig.

Die Temperaturabnahme bei dieser Annahme berechnet sich (Emden, (1907, vergl. S. 355)
zu 0.85° pro 100m, ist also 15 % kleiner als der bekannte, adiabatische Temperaturgradient
1° pro 100 m. Da p ~ m, der Masse, die unterhalb der oberen Grenze der Atmosphére liegt,
haben wir auch 7% ~ E ~ m. Ist die ganze Masse pro cm? M und beziehen sich Tj resp. Ey
auf die untere Begrenzung der Atmosphére, so haben wir fiir konvektives Gleichgewicht in
dieser Annéherung

m
E=Eyy: (44)

und unsere beiden Haupt-Gleichungen (26 auf Seite 14| werden:

dB m

— = —kB+kE,— 45
m Ry (45)
dA m

— =+kA - kE,— 4
dm ‘|‘k’ k OM ( 5a)

Wir nehmen erst k£ konstant an. Dann erhalten wir die Losungen:

Eom EO

B = Bye * ™+ YRR (46)
E E
A= Aoek m™ 4+ J(\);TL + ﬁ (47)

Nehmen wir weiter an, dafl Sonnenstrahlung im Betrage o einféllt (B = o fiir m = 0)
und die Atmosphére ohne Temperatursprung auf der Erdoberfliche aufliegt (A = FEy, fiir
m = M), so erhalten wir:

o E() —km E()m EO
E(] _ E()m E()
KM© T T M (49)

Diese Atmosphére ist nun nicht im Strahlungsgleichgewichte. Bilden wir fiir die Schicht
von m bis m 4+ dm den UberschuBl der absorbierten iiber die ausgestrahlte Energie, also den
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Ausdruck kdm(B + A) — 2kdmE, so erhalten wir

Absorption - Emission

_ Ly —km Ly k(m—M) (50)
= kdm {(U—i—kM)e ¢
und selbst wenn wir von Sonnenstrahlung absehen (o = 0)
> <M
Absorption < Emission, wenn m > 5 (51)

Strahlt die Sonne, so erstreckt sich der Uberschu noch auf tiefere Schichten. Der an-
genommene Temperaturgradient wird somit durch Strahlung gebrochen (selbstverstéindlich,
denn bei grauer Strahlung ist Strahlungsgleichgewicht isotherm), aber im besonderen so, dafl
mindestens (bei ¢ = 0 genau) die obere Hilfte (der Masse nach) der Atmosphére gewarmt,
die untere Halfte abgekiihlt werden. Der Temperaturgradient 1° auf 100 m wird, da die Tem-
peratur nach oben stéirker abnimmt, noch rascher gebrochen. Daraus zieht Gold folgende
Schliisse. Treten Konvektionsstrome auf, so werden der Erdoberfliche Warmemengen ent-
nommen und in die Atmosphére iibergefiithrt. Reichen diese Konvektionsstrome bis in die
obere Hilfte der Atmosphére empor, so bewirken die emporgefithrten Warmemengen, dafl
die Temperaturen steigen und somit der adiabatische Temperaturgradient noch rascher ge-
brochen wird. In den tiefen Schichten aber kénnen die emporgefiithrten Warmemengen die
zu grofe Ausstrahlung decken und das konvektive Gleichgewicht aufrecht halten. Konvek-
tives Gleichgewicht und damit Konvektion sind also nur moglich, wo die Ausstrahlung die
Absorption iiberwiegt, also in der unteren Hélfte der Atmosphére. So erklért sich die seltsam
scheinende 5. Annahme von (Gold}, 1909, S. 46):

V. A necessary condition for convection, which forms the keystone of the present
discussion, is that, in the upper part of the convective system, the radiation from
any horizontal layer (or any elementary sphere) should exceed the absorption by
it. [V. Eine notwendige Bedingung fiir die Konvektion, die das Riickgrat der vor-
liegenden Diskussion bildet, ist die, daf§ im oberen Teil des Konvektionssystem,
die Strahlung von jeder horizontalen Ebene (oder einer elementaren Sphére) die
Absorption von ihr iibersteigen miifite.]

Wiederholen wir, um Miflverstédndnissen vorzubeugen, nochmals mit den Worten von

(Gold, [1909; S. 44):

I propose to show, that in an atmosphere which is not transparent, but absorbs
and emits radiation, the process of radiation would prevent the establishment
of the temperature gradient necessary for convective equilibrium, in the upper
layers of the atmosphere; and that in the lower layers of our atmosphere it can
be maintained only by transference of energy from the earth to the atmosphere
by direct convection or by the process of evaporation of water at the earth’s sur-
face and subsequent condensation in the atmosphere. [Ich schlage vor zu zeigen,
dass in einer Atmosphére, die nicht transparent ist, aber Strahlung absorbiert
und emittiert, die Wirkung der Strahlung in den oberen Schichten der Atmo-
sphére notwendigerweise die Einstellung des Temperaturgradienten zum konvek-
tiven Gleichgewichts verhindern wiirde, und in den unteren Schichten der Atmo-
sphire er nur durch die Ubertragung von Energie von der Erde in die Atmosphiire
durch direkte Konvektion oder durch das Verfahren der Verdampfung von Was-
ser auf der Erdoberfliche und anschlieBende Kondensation in der Atmosphére
aufrechterhalten werden kann.|
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Diese Betrachtungen werden vertieft, indem die Wirkung des Wasserdampfes in Rech-
nung gezogen wird. Die Menge desselben nimmt mit der Hohe ab; seine Wirkung angenéhert

«
darzustellen, setzt Gold k = —— wobei a und ¢ geeignete Konstanten sind. Fiir ¢ wer-
q—m

9 5
den die Werte gM und Z_lM angesetzt, welche die Abnahme der Absorption rascher resp.

langsamer darstellen sollen, als sie der wirklichen Abnahme des Wasserdampfes entspricht.
Senkrecht einfallende Strahlung wird beim Durchlaufen der Atmosphédre um den Bruchteil

(q — ) geschwicht, wie eine leichte Rechnung ergibt. Fiir a werden zwei Annahmen zu
q
Grunde gelegt. Angenommen, dafl 25 % der Erdstrahlung ungeschwicht durchgelassen, und

zwei Drittel des Restes absorbiert werden, ergeben sich fiir die beiden ¢-Werte o« = 0,5 und
0,68. Wird aber die Erdstrahlung bis auf verschwindend kleine Betrége absorbiert, so ist «
= 2 resp. 4 zu setze. Wir setzen also in den beiden Haupt-Gleichung (26 auf Seite 14))

k=

. Ist die Atmosphére isotherm auf der Temperatur T = Ty, E = Ej, so erhalten
qg—m
wir als Losungen

B = B, (ﬂ> +E, (52)
q

A=A, <L> + E, (53)
q—m

Bestimmen wir die Integrationskonstanten so, daf§ die Strahlung o einfillt, (B = o), und
die Atmosphére auf der Erdoberflache von der Temperatur Tj aufliegt (A = E,), so ergibt
sich

B = (- E,) (q_qm>°‘+EO (54)

A = E, (54a)

Nehmen wir anderseits an, daf§ sich die Atmosphére in nahezu konvektivem Gleichgewichte

befindet, so dafl wir in den Hauptgleichungen £ = EO% setzen konnen, so erhalten wir die

Losungen
q—m ¢ Ey ag qg—m  Ey
B =208 - — —
0( p ) Ma-1 ¢ ! (5)
q “ Ey ag qg—m  Ey
A=A | — | —— —_— 4 55
O(q—m) M a+1 q +Mg (5%2)

und spezialisieren wir wieder fiir B = 0; A = Ej, so ergibt sich

Ey q g—m\" Ey aq q—m  E
B=2B =9 - ESR LI 56
0(0+M a—l)( q ) Ma-1 ¢ +Mg (56)

13)Den EinfluB des Wasserdampfes werden wir in unseren Untersuchungen Kapitel [5 auf Seite 33| durch
andere, besser begriindete Ausdriicke darstellen.
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A:

Ey q—M (q—M\* E - E
Ey q (q )_ b ¢ ¢—m Eo (56a)

M a+1 qg—m M a+1 q +M

Abstrahieren wir von der Sonnenstrahlung, so ist in Gleichung (|54 auf der vorherigen|
und Gleichung (|56 auf der vorherigen Seite) o = 0 zu setzen; sehen wir von der
Erdstrahlung ab (A = 0), so erhalten wir an Stelle von Gleichung (|53 auf der vorherigen|
und Gleichung (55a auf der vorherigen Seitel)

g—m\® Ey, ag g—m E,

B=pB,(1=™) =0 g-m Lo
0< 7 ) Ma—1 ¢ 9 (57)

¢ \" E ag g-m E

A=A _ = =]
O(q—m) Matl q ! (572)

Die geschlossenen Ausdriicke Gleichung (|52 auf der vorherigen Seite)) bis Gleichung ([57)
gestatten die Berechnung des von Gold in Abschnitt VI durch mechanische Quadratur ge-
wonnenen Zahlenmaterials mit mehr als hinreichender Genauigkeit. Die eingehendere An-
wendung derselben zeigt:

Mit Beriicksichtigung des Wasserdampfes tritt fiir die Atmosphére im konvektiven Gleich-
gewicht an Stelle der Gleichung (51 auf Seite 25| in geniigender Annéherung die Gleichung

> <M
Absorption < Emission, wenn m > — (58)

4

Und wie oben schliefit Gold, dafl jetzt Konvektionsstrome nicht iiber das Niveau m = 1/4
das ist eine Hohe von zirka 9200 m, emporreichen kénnen. Unterhalb des Niveaus m =
M/4 halten sie das konvektive Temperaturgefille gegen die Wirkung der Strahlung aufrecht,
oberhalb unterstiitzen sie die Strahlung in ihrem Erwarmungsproze$. Innerhalb des Niveaus
von m = M/4 und m = M/z ist die Differenz Ausstrahlung - Absorption so klein, daf§ nur
Konvektionsstrome von geringer Intensitét bis in diesen Teil der Atmosphére emporsteigen
miissen. Oberhalb m = M/4 stellt der Strahlungsprozefl Isothermie her. (Gold setzt ihre
Temperatur gleich der Temperatur, die durch die Konvektionsstréme bei m = M/4 bewirkt
wird (Jo = 1/4J), nach meiner Meinung nicht richtig, denn die Isothermie ist bestimmt als
Temperatur des Strahlungsgleichgewichtes, also gleich der effektiven Erdtemperatur.)

Zusammenfassend ergibt sich das Resultat ¢ (Gold, |1909, S. 47); It is found that if the
atmosphere consists of to skells, the inner in the adiabatic, the outer in the isothermal state:
1) the inner cannot extend to a height greater than that for which m = M/4 (10500 m); 2)
the inner raust extend to a height greater than that for which m = M/2 (5500m) [Es wird
festgestellt, dass, wenn die Atmosphére aus Schichten besteht, die innere adiabatisch, die
dufere isotherm ist: 1) die innere nicht bis zu einer Hohe reicht, die grofler als m = M/4
(10500 m) ist; 2) mindestens eine Hohe von m = M/2 (5500 m)] hat..

Diesen Ausfithrungen habe ich folgendes beizufiigen. Sie kénnen sich selbstverstéindlich
nur auf Konvektionsstréome bezichen, die durch geringe Uberschreitung des angenommenen,
adiabatischen Temperaturgradienten ausgelost werden. Ich habe an anderer Stelle (Emden,
1907, s. 363f) gezeigt, dal die atmosphérischen Strémungen sich in zwei Arten sondern
lassen, die ich als ,kurze“ und ,lange* Zykeln bezeichnete. Nur die ersteren, die sich auf

14)Die Hohenangaben sind nicht genau; sie entsprechen der Teilung der Atmosphire bei Isothermie von
0°. Wir haben aber die entsprechenden Hohen bei konvektivem Gleichgewicht anzusetzen; sie sind bei einer
Bodentemperatur von 0° 9200 m und 5000 m; fiir eine Bodentemperatur von t° aber ¢-4 %o grofer.
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verhéltnisméaBig kleinen Gebieten abspielen, wie etwa die Warmegewitter, die Tornados usw.,
haben labiles Gleichgewicht der Atmosphére zur Vorbedingung. Der grofite Teil aller ihrer
Bewegungsvorginge, wie sie etwa in den Hoch- und Tiefdruckgebieten sich einstellen, wird
durch andere Energie, als der Senkung des Schwerpunktes der iiber diesen Gebieten sich
mischenden Luftmassen, gespeist. Sie haben keinen besonderen Temperaturgradienten zur
Vorbedingung, sondern dieser wird umgekehrt durch sie erzwungen. Soweit sie emporreichen,
werfen sie die durch Strahlung bedingten Temperaturen iiber den Haufen. Davon abgesehen
verleitet das Goldsche Resultat ¢ leicht zu der Meinung, dal durch graue Strahlung allein
die Teilung der Atmosphére bei m = M/4 in diese sich so verschieden verhaltenden Gebiete
verursacht wiirde; etwa folgendermaflen iiberlegend. Die ganze Atmosphére sei in konvekti-
vem Gleichgewichte. Der Teil tiber m = M/4 wird durch den Strahlungsprozel angewérmt,
bei festgehaltener Bodentemperatur kénnen die Konvektionsstrome nicht mehr stérend ein-
greifen, es muf} sich also die Isothermie des Strahlungsgleichgewichtes einstellen. Unterhalb
m = M/y tritt durch Strahlung Abkiihlung ein, bei. festgehaltener Bodentemperatur bil-
den sich also instabile Temperaturgradienten aus und Konvektionsstrome treten auf, bis
m = M/4 emporsteigend, die Instabilitit vermindernd. Der Strahlungsprozef allein wiirde
also bei festgehaltener Bodentemperatur unterhalb m = M/ stets Konvektionsstréme neu
erzeugen und die Trennung der Atmosphére in Troposphéire und Stratosphére in richtiger
Hohe wire durch den Strahlungsprozef allein erklart. Es ist nicht ersichtlich, ob Gold so oder
dhnlich geurteilt hat, noch welche praktische Bedeutung er seinem Resultat ¢ beimifit. Eine
SchluBfolgerung wie die angegebene aber ist unrichtig. In den ersten Zeitmomenten tritt die
angegebene Temperaturdnderung ein, was sich aber in den folgenden Zeiten abspielt, 1483t
sich nicht mehr iiberblicken. Wohl aber 148t sich das Endprodukt des Strahlungsvorgan-
ges angeben; denn von beliebigem Anfangszustande ausgehend muflsich
Strahlungsgleichgewicht einstellen. Fiir die Warmebilanz Null ergibt sich somit graue Strah-
lung (wie bei Gold) vorausgesetzt stets Isothermie von der effektiven Erdtemperatur, mag
die Absorption auch beliebige Funktion der Hohe sein. Fiir diese Warmebilanz stellt sich der
Erdboden ebenfalls auf effektive Erdtemperatur ein. Wiirden wir seine Temperatur kiinstlich
hoher halten, etwa durch Wéarmezuflufl aus dem Erdinnern, oder wére vorherige intensive
Bestrahlung geniigend lange nachwirkend, so wiren die Warmebilanz Null und die Isother-
mie gestort, und es konnten sich Temperaturgradienten ausbilden. Stets aber wird durch
die ganze Atmosphére hindurch stabiles Gleichgewicht hervorgerufen (vgl. oben S. ; denn
unter allen Umstédnden hat graue Strahlung Stabilitdt durch die ganze Atmosphére hindurch
zur Folge und kann keine Trennung in Troposphére und Stratosphére bewirken. Lassen wir
aber, im Gegensatze zu Gold, die Voraussetzung grauer Strahlung fallen, so &ndern sich diese
Verhéltnisse, wie in Kapitel gezeigt werden wird, vollkommen.

Eine geistreiche Uberlegung ermoglicht Gold die tiefsten Temperaturen zu bestimmen, die
in der Atmosphére auf die Dauer moglich sind. Ist die Atmosphére in konvektivem Gleichge-
wichte, so ist jedes Teilchen auf der tiefsten Temperatur, die bei gegebener Bodentemperatur
mit Stabilitdt vertraglich ist und emittiert deshalb ein Minimum von Strahlung. Die gering-
ste Strahlungsmenge empfangt offenbar die oberste atmospérische Schicht; die Temperatur,
auf welche sich diese bei Strahlungsgleichgewicht einstellt, ist deshalb die tiefste Temperatur,
die der Strahlungsaustausch zuldfit. Sie bestimmt sich aus der Beziehung 2F = B+ A, wenn

B =0, zu E = —. Gold berechnet entsprechend seiner Annahme iiber die Verteilung und

Wirkung des Wasserdampfes T" = 198°, 173°; 193° und 154°; bei einer Bodentemperatur von
T = 300°.

Die Ergebnisse der Goldschen Untersuchungen lassen sich wie folgt zusammenfassen.
Graue Strahlung vorausgesetzt ergibt sich:
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1. a) Das Strahlungsgleichgewicht der Atmosphére von gleichméBiger Zusammensetzung

ist Isothermie von’ der effektiven Erdtemperatur, T = —19°C.

b) Die Differenz Absorption-Emission ist durch Gleichung (51 auf Seite 25|) bestimmt.

2. Wird der Wirkung des Wasserdampfes Rechnung getragen, so folgt weiter:

a) Satz la bleibt bestehen. (Dieser Satz ist bei Gold nicht besonders angefiihrt, er ergibt
sich aber leicht aus dessen Ansétzen. Allgemein, d.h. fiir k& beliebige Funktion von m
haben wir den Satz oben S. |19 bewiesen.)

b) An Stelle der Gleichung (|51 auf Seite 25) tritt die Gleichung (|58 auf Seite 27)).
Konvektives Gleichgewicht wird durch den Strahlungsprozefl gebrochen, derart, daf3
in den ersten Zeiten oberhalb m = M/4 Konvektion verhindert, unterhalb Konvektion
begiinstigt wird.

3. Der Wirkung des Wasserdampfes Rechnung tragend werden fiir eine Bodentemperatur T’
= 300° die niedersten Temperaturen von Schichten, die sich im Strahlungsgleichgewicht
befinden, zwischen T" = 150° und 200° bestimmt. Da aber Sonnenstrahlung ausgeschlossen
ist, wiirden diese Temperaturen mit der Bodentemperatur rasch sinken.

4 Die Integralgleichung des Strahlungsgleichgewichtes

Wir schliefen an die Untersuchungen des Kapitel [2 aut Seite 14| an. Wir setzen nicht mehr
graue Strahlung voraus, sondern schreiben der Atmosphére fiir jede Wellenldnge A ein be-
sonderes Absorptionsvermogen ay, ky zu. Dann werden die beiden Hauptgleichungen (siehe
Gleichung (126 auf Seite 14))) in leichtversténdlicher Bezeichnung:

dB
d_rr;\ = —kxBx + krE)
(59)
dAy
—— = +k\A\x — k\E)
dm

Dies Aufgeben der grauen Strahlung hat die weitgehende Konsequenz, dafl wir das Absorp-
tionsvermoégen nicht mehr als beliebige Funktion der Hohe ansetzen kénnen. Denn wollten
wir entsprechend den Gleichung (|41 auf Seite 19) und Gleichung (|42 auf Seite 19) eine
optische Masse einfiihren, so wiirde dieselbe reelle Masse in jeder Wellenlénge einer ande-
ren optischen Masse entsprechen. Das Absorptionsvermdgen sei also nur
Funktion der Wellenlédnge. Bei Strahlungsgleichgewicht mufi jetzt fiir jedes m
an Stelle von Gleichung (28 auf Seite 15|) die integrale Beziehung

2 / lxExd\ = / k(B + Ay)dA (60)
0

erfiillt sein.
Setzen wir weiter By — Ay, = 27, so folgt durch Addition der Hauptgleichungen

dB dA
d_'n:—i_d_’n;\ = —]{]/\(B)\—A)\) = —2]6)\’}/)\ (61)
mit der Folge
/B,\d)\+/A,\d)\ = —Q/dm/kA'yAd)\+const (62)
0 0 0

und durch Subtraktion, mit Riicksicht auf Strahlungsgleichgewicht, Gleichung ,
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d oo
d—/BA—AA YdA =0
0

o0 o [e.e]

/B,\d/\ - /A,\d/\ =+ 2/7,\d)\ = const (63)

0 0 0

d.h. die Differenz der ab- und aufsteigenden Energiestrome ist
konstant. Dieser Satz (vgl. oben S. ist also nicht auf graue Strahlung beschrankt.
Zur Vereinfachung der Bezeichnungsweise fithren wir ein

E= /E,\d)\; B = /BAd)\; A= /A,\d)\; v = /7,\d>\;
0 0 0 0

Aus Gleichung (62 auf der vorherigen Seite) und Gleichung ([63)) folgt

B=-— fdmfk»\%\d)\—{—ﬁ
% B (64)

A=— [dm [ kxypdr+ A
0

wahrend Gleichung (61 auf der vorherigen Seite]) noch die merkwiirdige Beziehung liefert

[e.e]

/kl)\(B,\—I—AA)d)\:—2m7+const:—(§—Z)m—l—const (65)
0

Wir untersuchen, unter welchen Bedingungen Isothermie

vorhanden sein kann. In den Gleichung (|59 auf der vorherigen Seite]) setzen wir

dementsprechend E), konstant, d.h. unabhéngig von m, und erhalten durch Integration

By = Bpe ™" 4 B,
(66)
A)\ = Ao)\€+k>‘m + E)\

und daraus mit Riicksicht auf Strahlungsgleichgewicht [Gleichung ([63))]

o0 [e.9]

/ Byd\ — / Ayd\ = / (Boxe™ Fm — Agye™Frm)d\
0

0
00

—2/%\d>\—§—z—const
0

Es muf§ also sein By) = Apy = 0 mit der Folge

By, =A,=F, unabhéngig von m.
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Wir haben den Satz: ,Soll Isothermie vorhanden sein, so mufl nicht
nur (wie bei grauer Strahlung) sich integral die Warmebilanz
Null ergeben, B=A, sondern in jeder einzelnen Wellenldnge;
und die auf- und absteigenden Energiestréme miissen an je-
der Stelle in jeder Wellenldnge iibereinstimmen in einer In-
tensitat gleich E\dA.

Damit die Erdatmosphidre sich auf Isothermie einstellen kdénnte,
miflte sie mit der Strahlung, die ein schwarzer Korper auf ih-
rer Temperatur aussendet, beleuchtet werden, und statt auf
der nach anderer spektraler Verteilung emittierenden Erd-
oberflache auf einer vollkommen schwarzen, gleich tempe-
rierten oder vollkommen spiegelnden Unterlage aufliegen. Nach
den in Wirklichkeit vorhandenen Bedingungen kann die Erdatmosphére bei Strahlungsgleich-
gewicht nicht isotherm sein.

Um weiteren Einblick zu erhalten, integrieren wir die Haupt-Gleichungen (59 auf Seite 29)),
indem wir FE als unbekannte Funktion von m betrachten und erhalten

By = Be hm emhm [ethamp, By dm
0 (67)

- m dE
— ekam(B/\ _ E)\) ‘I’E)\ _ ekamOfeJrk)\md_Wjdm
A, = Aetham _ gtkam [ e iy Evdm
0
. m dE (68)
=ethm(Ay — B\) + E\ —ethm [ e~ am T2 gy
0 dm

_ Da A, den aufsteigenden Energiestrom mifit, kann es oft zweckméfBiger sein, an Stelle von
Ay den Wert an der unteren Grenze der Atmosphire, A, einzufiihren. Hat die Atmosphire
eine Michtigkeit M, so ergibt sich durch leichte Umformung von Gleichung

M
dE

Ay = e*k*(m’M)(A,\ — E\) + E\+ e““m/e k*md—’\dm (69)
—- - m

Kann die Masse der Atmosphére, wie etwa bei sehr groffen Gaskugeln, praktisch unendlich
grofle Werte annehmen, wéhrend die Energiemengen endlich bleiben sollen, so wird Gleichung

00
A)\ = Al)\€+ kxm + (3+ fxm / e kxm

m

dE)

Z dm. A\ muf} gleich Null sein.
m

Das Integral bleibt endlich und wir erhalten

[ womdE
A, =E\ + e““m/e ’“md—ﬂ;\dm (70)

Fiir Strahlungsgleichgewicht ergibt sich, infolge Gleichung (|63 auf der vorherigen Seite)),
die Bedingung in Form einer Integralgleichung
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e~ (By — Ey)dA — [ e Bmd) [etbm—2Xdm — [ ethm (A — Fy)dA
0 0 dm 0

[ee} m dE (7].&)
+ [ethma) [emmm 2 dm = 42~ = const
0 0 dm
oder
[ e=mm(By — Ey)dX — f e Fm )\ f etMmZ A g — [ etham=M) (A — By)d)
0 dm 0 -
dE\ (71b)
— LOfeJr’“md)\r{ e~ kam - Xdm = 427y = const
oder schlieflich, falls M = oo werden kann
o0 dF
[ e=m(By — Ey)d — fe"“md)\f Hom —dm
0 m (71c)

dE
- f ethamd) f e k*md—dm = +2vy = const
0 m m

In diesen Gleichungen ist £y durch das Gas, welches die Atmosphére
aufbaut, als Funktion der Wellenldnge gegeben. Fiir F, gilt
die Planksche Beziehung

AP kal
_ 11
Eyd) = 5.304 x 107 —fer——dA— (72)
e AT 1

Nach ausgefiihrter Integration nach A erhalten wir eine Integralgleichung, die
mit Ricksicht auf die Grenzbedingungen bei m=0 und m=M

d
die Temperatur T als Funktion von m,odermitHilfederBeziehung—m:
m

d
R_ZT (oben S. als Funktion von z bestimmt. Die Gleichungen ([71a)) bis Gleichung ([71c

enthalten somit die vollstindige Losung des gestellten Problems. Threr Auflosung scheinen

selbst in den einfachsten Féllen allzu grofie mathematische Schwierigkeiten zu begegnen.

Leicht zugénglich sind sie lediglich in 2 Spezialféllen.

1. Spezialfall. Wir setzen in Gleichung (@) B, = E,, B) = E). Dann folgt ohne weiteres
dEy
dm
E, = By = Q Dasselbe ergibt sich, wenn wir von E) = const ausgehen. Wir erhalten
das bereits auf andere Weise ermittelte Resultat: Isothermie ist bei Strah-
lungsgleichgewicht dann und nur dann moglich, wenn die
Atmosphédre von beiden Seiten her mit gleicher, schwarzer
Strahlung beleuchtet wird; ihre Temperatur wird der Art,
dafl ein gleich temperierter schwarzer Strahler Strahlung
gleich der ihr zugesandten Strahlung aussendet. Wahrend die
vereinfachende Annahme grauer Strahlung nur die integrale Warmebilanz Null fiir Iso-
thermie erfordert, mufl bei Eingehen auf die einzelnen Wellenldngen nicht nur diese

= 0, v = 0. Wir erhalten somit E\ = const, also Isothermie, mit der Folge By =
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Wairmebilanz fiir jede einzelne Wellenldnge vorhanden sein, sondern auch, um dies zu
ermoglichen, schwarze Strahlung einfallen. Dies so génzlich verschiedene Verhalten ist in
letzter Linie darin begriindet, daf§ graue Strahlung von bestimmter Intensitéat auf unend-
lich viele verschiedene Arten, schwarze Strahlung von bestimmter Intensitét nur auf eine
einzige Art und Weise erhalten werden kann.

2. Spezialfall. Die Strahlung sei grau. Wir setzen in Gleichung (71b auf der vorherigen Seite))
k) konstant gleich k. Um die Konstante 2+ wegzuschaffen, wird nach m differentiert,
und wenn wir mit C' eine neue, beliebige Konstante bezeichnen, spaltet sich, wie leicht
ersichtlich, die Gleichung in die 2 Gleichungen

—e " (B - E)d\ — e_km/eJrkmd—Edm =C
dm
0
T dFE
eJrk(me)(A_E)d)\ + eJrkWL/ekm_dm —C
dm

Wird nochmals differentiert und das bleibende Integral partiell integriert, ergibt sich
2

leicht die Beziehung g 0 und die allgemeine Losung fiir graue Strahlung
m

Die Integrationskonstanten lassen sich auch leicht bestimmen, so daf} sich die Gleichungen
(38 auf Seite 17)) ergeben.

5 Das Strahlungsgleichgewicht der Atmosphare und die
Temperatur der oberen Inversion

Die Untersuchungen des Kapitel 2 auf Seite 14] die graue Strahlung zur Voraussetzung hat-
ten, fithrten zu dem unbefriedigenden Resultate, dafl bei Strahlungsgleichgewicht die Atmo-
sphére sich durchwegs auf konstante Temperatur gleich der effektiven Erdtemperatur, T =
254° = —19°C einstellt. Anderseits sind die Formeln des Kapitel [4 auf Seite 29| welche dem
verschiedenen Absorptionsvermogen der einzelnen Wellenldngen Rechnung tragen und die
exakte Losung des Problems enthalten, weiterer Behandlung nicht zuginglich. Wir ndhern
uns in diesem Abschnitt dieser Losung auf einem Wege, der dadurch ermoglicht wird, dafl die
die Atmosphére durchsetzenden Strahlen sich in zwei Gruppen von génzlich verschiedener
Temperatur anordnen lassen. Die von der Sonne ausgehende Strahlung hat ihr Energiema-
ximum bei A = 0.47 ym (die Planksche Gleichung (72 auf der vorherigen Seite]) liefert hiefiir
25000 Einheiten fiir 7' = 6000°); der Beitrag, den Wellenléingen grofler als etwa 2 um lie-
fern, ist zu vernachléssigen. Die Strahlung der Erde und der angewarmten Atmosphére hat
fir T = 285° ihr Energiemaximum bei A = 10 um (die Planksche Formel gibt hiefiir etwa
300 Einheiten), der Anteil in Wellenldngen < 2 um ist zu vernachldssigen. (Heute setzt man
die Grenze bei 4 ym an.) Wir zerlegen dementsprechend die Strahlung in 2 Teile: der Teil 1
umfafit 0 < A < 2 um, der Teil 2 umfafit 2 pm < A < oo. Wir setzen also

B = B, + By
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A=A+ A
E=E, + B

und werden spéter A; gegen Ay, E; gegen E5 vernachlissigen, hiiten uns aber, auch B; klein
gegen By anzunehmen, denn die absteigende Strahlung B besteht nicht nur aus der kurzwelli-
gen Sonnenstrahlung By, sondern es tritt noch die langwellige Ausstrahlung der angewérmten
Atmosphére dazu. Wir nehmen weiter vereinfachend an, dafl jedes dieser Strahlenbiindel mit
einem mittleren Absorptionskoeffizienten k; resp. ko behandelt werden kann.

Entgegen vielfach verbreiteter Meinung ist der Fehler, den man begeht, fiir die einfallende
Sonnenstrahlung einen mittleren Absorptionskoeffizienten anzusetzen, nicht bedeutend, falls
nur ein etwas kleinerer Wert fiir die Solarkonstante angenommen wird. So kann nach (Abbot
und F. E. Fowle, 1908, S. 94 ff.) die Intensitit der Sonnenstrahlung auf dem Mount Wilson
und Washington bis zu einer Zenithdistanz © = 75° mit grofler Genauigkeit dargestellt
werden in der Form J = 1,84(0, 894)%¢® resp. J = 1, 78(0, 787)*®. Wird die Solarkonstante
aber um n % geédndert, so dndern sich die Temperaturen nur um n/4 %; ein Betrag, der
gegeniiber dem Umstande, dafl wir die thermo-dynamischen Absorptionskoeffizienten nur
unvollkommen kennen (Kapitel , nicht in Betracht kommt. Mit weit geringerer

Ungenauigkeit kann die aufsteigende Strahlung A,, da bei den tiefen Temperaturen T klein

ist, mit einem mittleren ks behandelt werden.
Wir schreiben dementsprechend die beiden Hauptgleichungen Kapitel |2 auf Seite 14| -
Gleichungen (|26 auf Seite 14)) in der Form

dB
— = — 1By — koBy + k1 By + koFs
dm
dA
— = 4+ kA + ks Ay — ki By — ko By
dm

und die Bedingungsgleichung fiir Strahlungsgleichgewicht:

Q(klEl + kQEQ) - lel + kQBQ + klAl —|— kQAQ

folgern wieder

dB dA

dm dm 0 const !
und

dB dA

—— 4 —— =~k By — kg By + k1 A; + ko Ay

dm dm

und erhalten aus beiden Gleichungen:

dB dA
2— = 2— - — ]{]131 - kQBQ + klAl + kQAQ (73)

dm dm
Gemaf unseren vereinfachenden Voraussetzungen vernachlissigen wir A; gegen A,, ebenso
k1A gegen koAs, was um so mehr gestattet ist, als nicht nur A; klein gegen A, ist, sondern

sich auch k; klein gegen ks ergeben wird, und erhalten

dB dA
2% - 2% - — lel - kQBQ + kQAQ (74)
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nebst

Bl + BQ — A2 = 2’)/
und daraus

dB ks — ki

e By — kyy
ZZ k 2k (75)
2B~k

m

Wiéren k; und ko unabhéngig von m, so konnten wir unmittelbar integrieren. Allein die
Absorptionsverhéltnisse der Atmosphére sind in erster Linie durch ihren Gehalt an Wasser-
dampf bedingt. Wir setzen mangels besserer experimenteller Unterlagen die Absorptionskoef-
fizienten jeder Schicht proportional ihrem Gehalt an Wasserdampf, solange dieser nicht unter
einen zu geringen Prozentsatz heruntergeht, und haben in erster Linie diesen als Funktion
von m zu ermitteln.

Es hat sich gezeigt (Hann, 1906, S. 170), dafl die Abnahme der Dichte des Wasserdampfes
mit der Hohe mit einer fiir unsere Zwecke geniigenden Genauigkeit bis in Hohen von etwa
8km (soweit liegen Messungen vor) dargestellt werden kann durch die Bezichung

f — fO 10~ h/6000

Wir haben f auszudriicken als Funktion der iiber h liegenden Luftmasse m. Da die Dichte
mit geniigender Genauigkeit zu o = goe™"/*°° angesetzt werden kann, ergibt sich

m = Me™ h/8000 __ M10~ h/18400

und daraus die Menge w des Wasserdampfes iiber h und dessen Dichte f

v (B r=n(2) m

Die Masse M der Erdatmosphére werden wir weiterhin = 1 setzen. Den Absorptionskoef-
fizienten jeder Schicht setzen wir proportional f, also

k= bm?

und bestimmen b geméafl dem Absorptionsvermogen der Atmosphére unter mittleren Bedin-
gungen. Die Strahlung Jy wird beim Durchlaufen der ganzen Atmosphére, M = 1 geschwicht
auf den Betrag

1 b
— fbm3d7n -

J=Jee " — Joe 4

und entsprechend dem Transmissionsvermégen der Atmosphére 0,9 fiir die kurzwellige Son-
nenstrahlung und 0,1 fiir die langwellige,Erdstrahlung (vgl. Kapitel [I auf Seite 5|) erhalten

WIr

b b
leo,1 und f:z,z&
und somit
kl = b1m3 = 0, 4m3
kg = b2m3 = 9, 2m3 (77)
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So unsicher diese Werte ihrer absoluten Gréfie nach auch sein mogen, reichen sie fiir

k1
unseren Zweck aus, da es in erster Linie nur auf das Verhéltnis — ankommen wird.

2

Wir sind nun in der Lage, das in Gleichungen ([75 auf der vorherigen Seite)) auftretende
B; zu bestimmen. Dies ist der Wert der von der Sonne zugestrahlten, gleichméfig tiber die
Erde verteilten Sonnenstrahlung im Niveau m. Bezeichnen wir mit ¢ den vierten Teil der

2,0-0,63 G kal.
Solarkonstanten, nach Abzug der Albedo, o = % = 0.315 w (vgl. oben
cm? - min.
Kapitel |1 auf Seite 5|), so erhalten wir
— ?bm?’dm - ﬁ'm4
B, =ce ° = re 4

die Gleichungen (|75 auf der vorherigen Seite]) werden

by )
B _ - . m
Z_ - crb2 5 b mie & bom3~y
" (78)
by .
dA by — b "
o =0 22 Lmde 4 — bom3y
Wir integrieren und erhalten
by .,
by —by — 4™ b
= 2 10’6 4 — —2m47 + CB
2b; 4
(79)
by )
b2 _ bl — ZnL b2 A
= - — C
%, oe 1 m >y +Cy

Die Integrationskonstante C'p bestimmen wir aus der Bedingung B = By = o fiir m = 0,
und C4 aus der Bedingung B — A = const = 2y = B— A = 0 — C'A und erhalten schliellich

b1 \
by — b q" b
— 22b ol1-¢ 4 +0—Z2m47+03
1
80
b (50)
by — b q" b
- 22b110 1—¢ 4 ~|—0—Z2m47+03—27

Wir spezialisieren gleich auf den mittleren Zustand der Atmosphére; er ist bedingt durch
die Warmebilanz Null, d.h. zugestrahlte und ausgestrahlte Mengen sind sich gleich; B— A =
2y = 0, und wir erhalten

b |
by — b -
B:A:22b110' 1—64 +0'
b, (81)
. b2+b1_b2—ble*Z’”4
B 2b, 2b,
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Um die Temperatur der Atmosphére in der Stelle m zu bestimmen, gehen wir aus von der
Bedingungsgleichung fiir Strahlungsgleichgewicht:
2(]€1E1 + kQEQ) = lel + kQBQ + k?QAQ

Da Ej sehr klein gegen Fj ist, konnen wir die linke Seite gleich 2(ki Ey + koEy) = 2ko F
setzen. Die rechte Seite wird mit Riicksicht auf Gleichung (74 auf Seite 34)) gleich

dB dB

und beniitzen wir die entwickelten Ausdriicke fiir A, o und ks, so erhalten wir
m
b,
by + b a4
_ ;blb; by — (by — by)e (82)

Da aber E = sT*, o = st*, 7 = 254° = effektive Erdtemperatur, ergibt sich schlielich

b

by — (by — by)e 4 , T = 254° abs. (83)

4

2b1 by
. . . bl 4 . .. .
Da bei dem ermittelten Werte von b; der Maximalwert von Zm = 0,1 ist, kénnen wir

mit ldngst geniigender Genauigkeit schreiben

m4
by + b m*
4 492 1 N

Fiir k1 und k5 konstant, also unabhéngig von m, hétte sich ergeben

o+ ki ko—ky
B=A= - 1m 4
0{ o, o, e } (84a)
ko + k
¢ kit (ko — (ks — ky)e™ 1] (85a)

2k ko

und fiir ky = kq, graue Strahlung, 7' = 7, also Isothermie von der effektiven Erdtemperatur.
Dieselbe Isothermie wiirde sich auch fiir b; = by ergeben. Vgl. oben S. [16]

Anwendung der gewonnenen Beziehungen. Gleichung (81 auf der vor-|
zeigt, dafl durch die ganze Atmosphére hindurch die Strahlungen B und A sich
gleich sind. Eine Platte, die in der Atmosphére in beliebiger Hohe horizontal aufgestellt wird,
erhdlt durchschnittlich (d.h. im Laufe eines Jahres) auf beiden Seiten gleiche Warmemengen
zugestrahlt.

An der oberen Grenze der Atmosphére ist m = 0. Wir erhalten hier B = A = ¢ und

(86)




In diesen obersten Schichten wird der Wasserdampf in so auflerordentlich geringer Dichtig-
keit vorhanden sein, dafl von einer besonderen Absorption desselben nicht mehr gesprochen
werden kann und die Gleichungen (77 auf Seite 35)) ihre Bedeutung verlieren. (Die Absorption
gleicher, durchstrahlter Massen nimmt mit zunehmender Dichte ab. Nach heutigem Wissen
ist das nicht ganz richtig. die Absorption ist an die Menge der Molekiile gebunden und bei den
gut gemischten Treibhausgasen wie CO, ist die Menge proportional der Atmosphérenmasse.
Allerdings dndern sich die Absorptionskurven wegen Druckverbreiterung, Dopplerverbrei-
terung usw.) Da wir das verschiedene Verhalten der Atmosphire in Ubereinstimmung mit
den Beobachtungen dem Gehalt an Wasserdampf zuschrieben, ist es angezeigt, diesen Unter-
schied mit verschwindendem Wasserdampfgehalt verschwinden zu lassen. Wasserdampf als
bestimmend ist nur fiir den untersten Teil der Atmosphére giiltig, oben wird COy beherr-
schend. Wir machen deshalb die Annahme, dafl in den héchsten Schichten k7 und ks einem
gemeinschaftlichen, kleinen Werte k zustreben, so dafl wir erhalten

T =254° = —19°C = T,

dh.die Temperatur der hochsten Schichten der Atmosphére ist
gleich der effektiven Erdtemperatur.

Gehen wir in die Tiefe, so bleiben B und A = o, so lange e~ ¥ gleich 1 gesetzt werden
kann. In 11 km Hohe, etwa der unteren Grenze der Stratosphére entsprechend, ist m rund
1/4; ky ist aber bedeutend kleiner als 0,1 zu setzen, da dieser Wert mit Beriicksichtigung
der tiefen, besonders wasserdampfhaltigen Schichten gewonnen wurde. Dazu kommt, daf} in
dem MafBe, wie in die Tiefe gegangen wird, allméhlich die Gleichungen ([77 auf Seite 35| zur
Wirkung gelangen und die Exponentialfunktion in einer hoheren Potenz abnimmt. Bis in
diese Tiefe etwa konnen wir deshalb von einer thermodynamischen Absorption der kurzwel-
ligen Strahlung absehen und in den Gleichungen (81 auf Seite 36]) - Gleichung ([84 auf der]
vorherigen Seite) B = A = o annehmen. Nun sind aber die Gleichung (83 auf der vorherigen
Seite) und Gleichung ({85 auf der vorherigen Seite|) gewonnen, indem die Absorptionskoeffi-
zienten nach Gleichung (77 auf Seite 35| variabel angenommen wurden. In héheren Niveaus
gelten diese Bezichungen nicht mehr und die k£ &ndern sich nach anderen unbekannten Ge-
setzen, die aber heute bekannt sind. Teilen wir aber die Atmosphére in Schichten von so
geringer Machtigkeit, dafl wir in jeder k; und ks als konstant annehmen koénnen, so gilt fiir
jede Schichte die Gleichung (|85a auf der vorherigen Seite|) und zwar mit demselben Werte
von 7, da B hier oben, wie auseinandergesetzt, geniigend konstant ist - da z. B. CO, erheb-
lich absorbiert (und dementsprechend emittiert) ist B nicht konstant. Die Temperatur jeder
Schicht oberhalb etwa 11 km bestimmt sich deshalb zu

(867)

und ist nur bestimmt durch das Verhéltnis ¥1/k,, das in den héchsten Schichten den Wert 1
hat, um mit zunehmender Tiefe allméhlich den Wert /23 anzunehmen [Gleichung (|77 auf
Seite 35))]. Wir erhalten fiir verschiedene Werte dieses Verhéltnisses folgende Temperaturen
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Tabelle 1:

K1/, T
1 254° = —19°C
1p 238 = —35°C
/s 224° = —49°C
1o 219° = —54°C
/23 21587° = —57.23°C
0 2137 = -=59.3°C

Gehen wir von den oberen Grenzen der Atmosphédre h in die Tiefe,
s 0 nimmt, solange e~ *1™ gleich 1 gesetzt werden kann, in dem MaBe, wie mit zunehmender
Menge des Wasserdampfes seine Eigenschaft, langwellige Strahlung stérker zu absorbieren
wie kurzwellige Strahlung, zur Geltung kommt, die Temperatur ab, um einem Minimalwerte
T = 213.7° = —59.3° zuzustreben.

Die Temperaturen der unteren Schichten der Stratosphére bestimmen sich demnach durch
ihren Gehalt an Wasserdampf. Die Menge desselben ist in dieser Héhe von 9 - 11 km gering;
allein, daf} sie hinreicht optisch bereits stark zur Wirkung zu gelangen, zeigen die Zirruswol-
ken, die gerade in dieser Hohe aufzutreten pflegen. Auch andere Wolkenformen kénnen hier
noch beobachtet werden (Hann|, [1906| S. 207ff). MaBgebende, fiir seine Temperatur bestim-
mende Wirkung ist aber nicht sein Absorptionsvermégen, sondern lediglich das Verhéltnis
k1/k,. Wiirden die Gleichungen (|77 auf Seite 35)) hier oben bereits voll gelten, so ergibe sich
T = —57.2°C, bei dem Verhéltnis *1/k, = /10 (statt 1/23) T = —54°C. Diese Temperaturen
fallen mit den wirklich beobachteten Temperaturen der Stratosphére zusammen. Die ent-
wickelte Strahlungstheorie zeigt ferner in Ubereinstimmung mit der Beobachtung, daf mit
wachsender Hohe die Temperaturen der Stratosphére in dem MafBle, wie der Wasserdampf
an Masse und Dichte abnimmt, langsam zunehmen. Als tiefste mogliche Temperatur ergibt
sich —59.3°%; tiefere Temperaturen sind unmoglich Folge des Strahlungsprozesses, sondern
resultieren durch adiabatische Abkiihlung der vor nicht zu langer Zeit als Ganzes gehobenen
Stratosphére. Diese Vermutung ist falsch, da besonders die Temperaturen der Stratosphére
Folgen der Strahlungsprozesse ist, das »vor nicht zu langer Zeit< wire fast die ganze Erd-
geschichte.

1
1+ —

Die Temperatur T = 254° — 23 gie ,Inversionstemperatur® bezeichnen wir im folgen-

den mit T;.

Gehen wir, von Konvektion absehend, von der unteren Grenze der Stratosphére, der Hohe
von 9 - 11km etwa, weiter in die Tiefe, so gelangt in den Gleichungen (|81 auf Seite 36| -
Gleichung (85 auf Seite 37)) das Glied mit m zur Wirkung und die Temperatur steigt. Um die
Temperatur der untersten atmosphérischen Schicht, Tj, zu erhalten, haben wir in Gleichung
(183 auf Seite 37) m = 1 zu setzen und erhalten

Ty = Ti#/1+ 2,2 = 288.8° = 15.8°C (87)

also auflerordentlich nahe der durch Beobachtungen erhaltenen, mittleren Temperatur
(Hann, 1906, S. 115) von 14.4°C.
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Wir bestimmen weiter die Temperatur der Erdoberfliche. Die untere Begrenzung der At-
mosphére wird von zwei Energiestromen B und A durchsetzt, die sich nach Gleichung (|84

auf Seite 37) zu

B=A=s-254*(1+1,1) (88)

bemessen. Die Erdoberfliche wird von der Strahlung B getroffen und durch Erwérmung
befahigt, die Strahlung A emporzusenden. Das Reflexionsvermogen der Erde fiir diffuse,
kurzwellige Strahlung ist sehr gering, nach (Abbot und F. E. Fowle, 1908, S. 161) im Ma-
ximum 8 %, welche Grofe bei Bildung der Albedo bereits beriicksichtigt ist. Eine Anderung
der ausgesandten Strahlung um 8 % wiirde nur, eine Anderung von 2% der Temperatur er-
fordern. In Bezug auf die Erwdrmung nehmen wir B als graue Strahlung an, der gegeniiber
die Erdoberflache sich auf Temperatur des Strahlungsgleichgewichtes einstellt. Absorptions-
vermogen und Emissionsvermogen spielen dann keine Temperatur bestimmende Rolle (vgl.

oben S. und wir erhalten

Torae = 254°3/2,2 = 309° = +36° (89)

An der Beriihrungsfliche Atmosphére und Erde ergibt sich somit ein Temperatursprung
von 20°C, der in Wirklichkeit durch duflere Warmeleitung stark herabgesetzt wird, nament-
lich auf Wasser, wo der Wasserdampf mit der Temperatur der Oberfliche in die Atmosphére
iibertritt. Auch diese Strahlungstemperatur der Erdoberfliche hat einen durchaus annehm-
baren Wert.

Wir untersuchen die Stabilitdt der Atmosphére bei Strahlungsgleichgewicht. Dazu haben
wir aus Gleichung (|83 auf Seite 37| die Temperaturgradienten zu bilden. Fiir jeden Gleich-
gewichtszustand gilt dp = godz, was wir mit Hilfe der Zustandsgleichung p = goRT auch

schreiben kénnen L = R_ZT In Gleichung (|85 auf Seite 37)) ersetzen wir die iiber einem be-
p

stimmten Niveau liegende Masse m durch den hier herrschenden Wert des Druckes p = gm
und erhalten durch Differentiation leicht die Beziehungen

T3dT dp  dz

T —T* p RT
dr 1 T*-T1}
dz R Ti

Damit Stabilitét herrscht, mufl sein (vgl. oben S. [16)).

(90)

dlr 1 k—1 1 2
— < — < — —
dz R K — RT
7
wenn wir fiir atmosphérische Luft = F = 1,40 ansetzen. In Verbindung mit Gleichung (

sehen wir: Befindet sich die Atmosphéadre im Strahlungsgleichge-
wicht, so sind nur jene Schichten in einem mechanisch stabi-
len Gleichgewicht, fiir welche

T < Ti(*/g di. <2348 =-382°C (91)

Das Gleichgewicht der hoher temperierten, tiefer liegenden
Schichten ist instabil; die Instabilitdt nimmt mit wachsender
Tiefe zu.
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Um den Zusammenhang zwischen Temperatur und Hohe zu erhalten, integrieren wir Glei-
chung (90 auf der vorherigen Seite]), nachdem wir an Stelle der abwérts gerichteten z-Achse
die Hohe h, dz = — dh, eingefiihrt haben, und erhalten

t Lyt +1 T=Ti orctan 2
const — & = - T gT+T,- arcanTi
und bestimmen wir die Integrationskonstante, dafl fiir h = 0 sich T = Tj ergibt, so folgt
schliefflich

RT; | To—=T To =1, T+T; Ty —T

h = 1 4 T +lgT0+Ti-T_Ti—2arctanw (92)
T +
T;
Daraus berechnet sich folgende kleine Tabelle:
Tabelle 2:
ar

T — Romet
21587 = —=57.43°C 0 00
216,0 = =57°C 0,000081 11500
216,1 = -—=56.9°C 0,00014 10530
216,2 = —56.8°C  0,00021 9960
216,3 = —=56.7°C  0,00029 9540
220 = —=53°C 0,00249 5830
230 = —43°C 0,00765 6770
234,82 = —38.28°C 0,0098 3130
240 = —-33°C 0,0118 2730
250 = —-23°C 0,0152 1990
260 = —13°C 0,0178 1380
270 = — 3°C 0,0202 860
280 = 7°C 0,0221 386
288,8 = 15.8°C  0,0235 0

Gleichung ( liefert selbstverstandlich die Temperatur 7T; fir M = 0, also h = oc.
Wir haben aber bereits ausgefiihrt, da§ die Gleichung ([77 auf Seite 35) und somit die
Gleichung ([85 auf Seite 37))) nur bis in Hohen gelten, in welchen der Wasserdampf noch
geniigend zur Wirkung gelangt. Die Zahlen dieser Tabelle gelten deshalb nur bis in Héhen
von 9 - 11km, wo wir die untere Grenze und die Temperatur der Stratosphére erreichen.
Nach oben zu nehmen mit abnehmendem Wasserdampfgehalt die Temperaturen langsam
zu, geméfl der Tabelle |1 auf Seite 39 um fiir h gleich der effektiven Erdtemperatur zu
werden. In der Troposphédre in die Tiefe gehend treffen wir, bei
stabilen Gradienten, steigende Temperaturen, an (die m ent-
haltenden Faktoren kommen zur Geltung), bis in einer Hohe
von 3130m die kritische Temperatur 234.82° und ein indifferen-
ter Gradient auftritt. Das Gleichgewicht der tiefer liegenden
Schichten ist instabil; die Temperaturen und die Instabilitat
nehmen nach unten immer rascher zu.

Dieser Untersuchung des mechanischen Gleichgewichtes war trockene Luft zu Grunde ge-
legt. In einer feuchten Atmosphére konnen bereits kleinere Gradienten wie 1° : 100 m Instabi-
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litdt ergeben, letztere in groflere Hohen hinaufreichen. Allein bei diesen tiefen Temperaturen
kann mit geniigender Genauigkeit hievon abgesehen werden.

In Hohen unterhalb rund 3000 m wird deshalb Strahlungsgleichgewicht nicht von Bestand
sein. Durch Abkihlung von oben werden, selbst bei méfliger Bodentemperatur, sich
namentlich in den unteren Partien Temperaturgradienten grofler wie 1° auf 100 m ausbilden,
und Konvektionsstrome werden das Auftreten der tiefen Temperaturen der Tabelle verhin-
dern. Wir nehmen an, diese Konvektionsstrome erstrecken sich bis in die Héhe h. Dadurch
wird die Strahlung B, welche das Niveau h von oben durchsetzt, nicht geindert. Es mufl des-
halb infolge der Wérmebilanz Null derselbe Energiestrom B in Form langwelliger Strahlung
von unten in die iiber h liegenden Schichten zuriickgestrahlt werden. Die Instabilitit mit
ihren Folgen vermag deshalb die Strahlungstemperaturen der von den Konvektionsstréomen
nicht mehr erreichten Schichten nicht zu dndern. Auch die Konvektionsstrome der langen Zy-
keln (Emden, 1907, S. 363f), die an Hoch- und Tiefdruckgebiete gebunden sind, kénnen aus
demselben Grunde Strahlungstemperaturen nur d&ndern, soweit sie emporreichen. Die Tem-
peraturgradienten nahezu Null der Stratosphére zeigen ein hoher liegendes Niveau an. Die
gegeniiber der Tabelle |2 auf der vorherigen Seite] geédnderte Massen- und
Temperaturanordnung der Troposphére ist deshalb ohne Einflufl auf
die berechneten Temperaturen der Stratosphére. Dies gilt selbst-
verstdndlich nicht mehr fiir die Bodentemperatur der Atmosphére und die Temperatur des
Erdbodens. Mit gednderter Temperatur und Massenordnung &dndern sich Absorption und
Emission jeder Schicht, kurz gesagt, der innere Strahlungsprozefl und damit die Strahlungen
B und A am Grunde der Atmosphére. Dabei bleibt der kurzwellige Anteil By, ungeéindert,
denn seine Absorption ist nach unseren Voraussetzungen lediglich abhéngig von der durch-
strahlten, optischen Masse, unabhéngig von ihrer Anordnung; allein mit anderer Massenver-
teilung dndert sich der Anteil By, den die erwérmten Luftmassen nach unten liefern. Beachtet
man aber, daB diese Anderung von B, zuriicktritt gegen den Wert von B, und B; sowie daf
die Temperaturen sich dndern wie v/ B, so werden die berechneten Werte von Ty und Teyge
sich nur wenig dndern.

In einer unbewegten Atmosphére (,,Strahlungswetter) wiirde in den untersten 3000 m
durch den Strahlungsprozef allein sich eine ganz auerordentlich instabile Temperatur- und
Massenanordnung einstellen, die sich in den bekannten Erscheinungen der kurzen Zykeln
auflosen muf. Die Ausbildung instabiler Atmosphére bei diesen Wetterlagen wird in er-
ster Linie der Ausbildung von Konvektionsstromen iiber dem stark erhitzten Erdboden, der
Heizung von unten zugeschrieben. Die Theorie der Strahlung zeigt, dafl auch Abkiihlung
von oben wirksam sein kann, denn die Temperaturen in Héhen von 2000 - 4000 m, denen die
Luftmassen durch den Strahlungsprozef zustreben, sind, wie die Tabelle zeigt, ganz aufleror-
dentlich tief. Die Instabilitdt durch Konvektion ist notwendig mit einer Temperatursteigerung
bis in Hohen verbunden, in welche die Konvektionsstrome noch emporreichen, denn infol-
ge ihrer geringen, kinetischen Energie konnen diese nur in kéltere Luftschichten eintreten.
Instabilitéit durch Abkiihlung von oben infolge Ausstrahlung kann die tiefen Temperaturen
der Hohe liefern, welche der Cirrusschirm vor Ausbruch eines Wéarmegewitters anzeigt und
die bei Hagelfillen vorhanden sein miissen. Sie erklart ferner die Bildung instabiler Atmo-
sphéren iiber den Meeren der Roflbreiten, diesen Giirteln maximaler Gewitterhdufigkeit und
iiber den Meeren der Tropen, den Geburtsstatten der tropischen Zyklonen, also in Regionen,
wo die Konstanz der Temperatur der Meeresoberfliche und die geringe Temperaturdifferenz
gegen die auflagernde Atmosphire Uberhitzung von unten nicht zuldft. Und die bekannte
Tatsache, dafl die Gewitter iiber den Meeren in grofiter Haufigkeit sich in der zweiten Hélfte
der Nacht einstellen, findet ihre Erkldrung durch die tiefen Temperaturen, die sich in der
Hohe namentlich durch néchtliche Ausstrahlung einstellen konnen. Die Strahlungstheorie
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liefert so tiefe Temperaturen und Instabilitdten von solcher Intensitéit, dafl die Wolkenkunde
und die dynamische Meteorologie Strahlungsvorgéingen mehr Beachtung schenken muf3, wie
bisher.

Uberblicken wir in Kiirze die Unterlagen und Ergebnisse der

entwickelten Theorie. Wiirde die von der Sonne zugestrahlte Energie im Betrage

Grammkal.

von 2 —————— gleichméfig iiber die Oberfliche der festen, ihrer Atmosphére beraubten

Erdoberfliche verteilt, so wiirde, graue Strahlung vorausgesetzt, diese sich unabhéingig von
ihrem Emissions-(Absorptions-)Vermégen auf die Temperatur eines Strahlungsgleichgewich-
tes im Betrage T = 285° = 12°C einstellen. Wird mit Riicksicht auf die Albedo der Erde
der Zufluff an Strahlung um 37 % vermindert, so erniedrigt sich diese Temperatur auf T =
254° = —19°C. Diese Temperatur bezeichneten wir als effektive Erdtemperatur. Uberdecken
wir nun die Erde mit einer beliebigen Atmosphére, so stellt sich diese, mag sie schichtweise
beliebig arm oder reich an Wasserdampf sein, beliebig schwach oder stark absorbieren, bei
Strahlungsgleichgewicht mit ihrer Unterlage isotherm auf die effektive Erdtemperatur T =
254° = —19°C ein (Ubereinstimmung mit Gold), falls nur graue Strahlung beibehalten, d.h.
ihr Absorptionsverméogen fiir alle Wellenléngen von gleicher, aber beliebiger Grofie ange-
nommen wird. Gehen wir auf das Verhalten in einzelnen Wellenldngen ein, so werden wir
auf eine Integralgleichung gefiihrt, die sich, namentlich mangels der nétigen physikalischen
Daten, nicht auswerten lafit. Wir haben deshalb einen Mittelweg eingeschlagen, der Art,
dafl wir die kurzwellige Zustrahlung der Sonne und die langwellige Riickstrahlung der At-
mosphiére jede fiir sich zusammensetzten zu einer Strahlung, die als grau, aber mit anderem
Absorptionskoeffizienten, behandelt wurden. Dabei wurde die Absorption (Emission) jeder
atmosphéarischen Schicht proportional ihrem Gehalt an Wasserdampf gesetzt, klein fiir die
auffallende, kurzwellige, grof fiir die riickkehrende, langwellige Strahlung, nur bei sehr gerin-
gem Gehalt an Wasserdampf sich einem gemeinschaftlichen, sehr kleinen Werte ndhernd. Auf
dieser Grundlage ergab sich folgendes: Oberhalb eines Niveaus, bis zu dem hinabsteigend die
einfallende Strahlung nur wenig geschwicht wird, ist die Temperatur des Strahlungsgleich-
gewichtes jeder Schicht lediglich bestimmt durch das Verhéltnis, in welchem ihr Gehalt an
Wasserdampf kurzwellige und langwellige Strahlung absorbiert, unabhéngig von den abso-
luten Werten. Fiir den Wert 0 dieses Verhéltnisses ergibt sich die Minimaltemperatur, die
bei Strahlungsgleichgewicht eintreten kann, v/2 mal kleiner als die effektive Erdtempera-
tur, also 213,7 = —59.3°C. Fiir mittlere Feuchtigkeitsverhéltnisse haben wir dies Verhéltnis
zu 1/23 abschétzen konnen, was zu einer Temperatur von —57° fithrt; der Wert /10 wiirde
—54° ergeben. Dies sind die bekannten Temperaturen der Stratosphére. In die Hohe steigend
nimmt mit abnehmendem Wasserdampfgehalt das Verhéltnis *1/k, zu, die Temperaturen
steigen, um fiir dessen Wert 1 gleich der effektiven Erdtemperatur zu werden. Sind die
héchsten Schichten der Atmosphédre, wie zu vermuten, hinrei-
chend arm an Wasserdampf, so sind sie entgegen vielfach ver-
breiteten Anschauungen nicht durch tiefe Temperaturen aus-
gezeichnet, sondern befinden sich durchwegs auf der Tempe-
ratur —19°C. Die Atmosphire geht auf dieser Temperatur isotherm mit wachsender
Verdiinnung durch Zusténde, die wir mangels physikalischer Kenntnisse nicht néher behan-
deln konnen, in den sogenannten leeren Weltenraum iiber. Gehen wir anderseits in die Tiefe,
so nehmen mit wachsender Absorption die Temperaturen ebenfalls zu. Da aber nun die abso-
luten Werte des Absorptionsvermogens des Wasserdampfes fiir kurzwellig und langwellig zur
Wirkung kommen, sind die berechneten Temperaturen wesentlich unsicherer. Doch gelang es
in guter Ubereinstimmung mit der Beobachtung, die Temperaturen der Bodenschichten der
Atmosphére zu +15.8°C zu berechnen. Dabei ergab sich das wichtige Resultat, daf§ von etwa
3000m an abwiérts die Atmosphére bei Strahlungsgleichgewicht mechanisch instabil gebaut
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ist. Konvektion wird die berechneten Temperaturen weit hinauf verdecken, doch vermag sie
die Temperatur oberhalb ihres Bereiches nicht, die Temperaturen der Bodenschichten nur
wenig zu dndern.

Nun ist aber bekanntlich die Atmosphére unterhalb einer durchschnittlichen Hohe von
etwa 10km in vertikaler Richtung beinahe stets durchsetzt von den Konvektionsstréomen
der langen Zykeln, den charakteristischen Erscheinungen der Hoch- und Tiefdruckgebie-
te, sowie jenen Konvektionsstromen, in welchen die allgemeine atmosphérische Zirkulation
klar in Erscheinung tritt. Fiir diese gilt aus denselben Griinden, was oben S. dargelegt
wurde. Die Strahlungstemperaturen oberhalb des angegebenen Niveaus werden nicht, die
der Bodenschichten wenig beeinfluit. Oberhalb dieses Niveaus ist aber die Absorption der
einfallenden Strahlung so gering, daf§ die Temperaturen nach der kleinen Tabelle
berechnet werden kénnen. Wir erhalten also mit jeder wiinschenswerten Genauigkeit
die durch Beobachtung ermittelten Temperaturen der Stratosphére als Temperaturen des
Strahlungsgleichgewichtes dieser Schichten, bestimmt durch das Verhéltnis, in welchem ihr
Wasserdampfgehalt kurzwellige und langwellige Strahlung absorbiert. Die Strahlungstheo-
rie liefert mit jeder wiinschenswerten Genauigkeit die Temperaturen der Stratosphére. Sie
gibt vollstdndigen Aufschlufl iiber die thermische Unstetigkeit, die mit der mechanischen
Unstetigkeit bei der Scheidung der Atmosphére in Troposphére und Stratosphére verbunden
ist. Diese mechanische Unstetigkeit selbst vermag die entwickelte Strahlungstheorie vorerst
nicht zu begriinden; doch scheint die Mo6glichkeit einer Begriindung nicht ausgeschlossen.
Dies einzusehen machen wir uns erst den Unterschied klar zwischen unseren Ergebnissen
und dem zweiten Resultate von Gold (vgl. oben S. . Graue Strahlung vorausgesetzt, wie
bei Gold, wird die Atmosphére stets, mag die Absorption beliebige Funktion der Hohe sein,
durch Strahlung stabil angeordnet. Von einem konvektiven Zustande ausgehend kann wohl
voriibergehend bei m = M/4 eine Scheidung der Atmosphére bewirkt werden, so daf in der un-
teren Partie Konvektionsstrome ausgelost werden. Aber das Endprodukt ist stets Stabilitiit,
bei der Warmebilanz Null Isothermie. Im Gegensatze zeigt unsere Theorie, daf§ durch Strah-
lung allein in den untersten 3km der Atmosphére dauernd Instabilitit erzeugt wird, in den
tiefsten Partien von sehr grofler Intensitét, so dafl eine dauernde Ursache von Konvektions-
stromen vorhandenist. In einer nicht durch die allgemeine Zirkulati-
on beeinfluBten Atmosphédre mufl deshalb durch Strahlung al-
lein eine Trennung entsprechend der Troposphédre und Strato-
sphéare eintreten in einer Hohe, bis zu welcher die auftreten-
den Konvektionsstrome emporreichen. Diese Hohe wére durch die Bedin-
gung gegeben, dafl die unterhalb liegenden, durch Konvektion durchmischten Schichten eben-
soviel Strahlung emporsenden, wie bei Strahlungsgleichgewicht; und es miifite gezeigt wer-
den, da die Instabilitdt Konvektionsstrome bis in diese Hohe hinauftreiben kann. Es ist nicht
ausgeschlossen, daf} sich eine annehmbare Hohe ergeben wird. Allein selbst dann wire es unsi-
cher und bedenklich, die Teilung der Atmosphére diesen Strahlungsvorgéngen zuzuschreiben.
Denn die allgemeine Zirkulation kann die Strahlung an Temperatur bestimmender Wirkung
iibertreffen; und im folgenden Kapiteln werden wir darlegen, dafl bereits die Luftmassen
mittlerer Breiten ihr Strahlungsvermégen nicht an Ort und Stelle, sondern namentlich im
Winter in dquatorialen Gebieten empfangen und uns von dort zugefithrt haben. Auf alle
Fille aber verdient die aufgedeckte Instabilitéit eingehende Beachtung, namentlich in ihrer
Wirkung in Gebieten und zu Zeiten, die durch , Strahlungswetter” ausgezeichnet sind.

Die berechneten Temperaturen sind proportional der effektiven Erdtemperatur, deren
4. Potenz durch die Solarkonstante und die Albedo der Erde bestimmt werden. Erstere Grofle
ist mit geniigender Genauigkeit gemessen; eine Anderung der Albedo um 10 % ihres Wer-
tes wiirde die effektive Erdtemperatur um rund 4!/2°; die Inversionstemperatur und damit
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die Temperaturen der Stratosphire um rund 31/2° #ndern. Die Ubereinstimmung mit der
Beobachtung wére noch immer vorziiglich, namentlich wenn wir bedenken, dafl wir zu tie-
fe Temperaturen durch Abnahme des Wasserdampfgehaltes der Stratosphére kompensieren
konnen. Bedenklicher erscheint die Vereinfachung, die darin besteht, dafl wir den Energiezu-
flul gleichméfig tiber die ganze Erdoberfliche ausbreiteten, wodurch diese (Albedo = 0,37)

2-0,63 G kal.
pro Quadratzentimeter — =10.315 w erhélt, was zu der effektiven Erdtem-
min.
peratur von 254° = —19°C fiihrte. Denn die Jahressumme der Sonnenstrahlung betrégt fiir

den 50. Breitekreis nur 70 %, fiir den Pol nur 42% des Wertes am Aquator. Selbst wenn
wir von den Polarkalotten absehen, wiirden die hoheren Breiten bei der angenommenen
Verteilung, falls nur die geometrischen Verhéltnisse der Bestrahlung fiir die Temperatur-
bestimmung mafligebend wiren, zu viel erhalten. Allein dafl es nicht angéingig ist, effektive
Erdtemperaturen fiir die verschiedenen Breitenkreise geméf§ ihrer Bestrahlung einzufiihren,
zeigt sofort der Versuch, auch den Einflul der Jahreszeiten zu beriicksichtigen. So erhélt
der 50. Breitekreis im Sommerhalbjahr Sonnentrahlung im Betrage von 183, im Winter-
halbjahr von 67 Aquatorialtagen (Hannl, (1908, S. 100); fiir den 60. Breitekreis ergeben sich
169,5 und 38 Einheiten. Die effektiven Erdtemperaturen (und die diesen proportionalen, be-
rechneten Strahlungstemperaturen) miifiten sich verhalten wie die 4. Wurzeln; fiir den 50.
Breitekreis wie 1 : 1,25, fiir den 60. Breitekreis wie 1 : 1,45. Die Sommer- und Wintertem-
peraturen dieser Breitenkreise sind 291.1° (+18.1°C) und 266° (—7°C) resp. 287° (+14°C)
und 257.2° (—15.8°C), verhalten sich also nur wie 1 : 1,09 resp. 1 : 1,12. Die Tempera-
turen der hoheren Breiten werden sonach nicht durch Sonnenstrahlung an Ort und Stelle
erzeugt. Die Sonnenstrahlung bedingt wohl die mittlere Jahrestemperatur der Erdoberflache
als Ganzes; ihre Verdnderung mit der Breite und die jahreszeitlichen Abweichungen vom
Mittelwert werden noch durch andere Faktoren erzwungen. Die allgemeine Zirkulation der
Atmosphire schafft durch Transport hoher temperierter Luftmassen Entropiemengen nach
hoheren Breiten, und in demselben Mafle, wie sie Ausgleich der Temperaturen im Wechsel der
Jahreszeiten reguliert, besorgt sie auch die gleichméflige Verteilung der Sonnenstrahlung, die
unserer Theorie zu Grunde liegt. Die Temperaturen der tieferen Schichten der Stratosphére
werden aber durch die Strahlung der tieferen Schichten der Troposphére mitbedingt (wir
wiirden sonst Temperaturen gleich der effektiven Erdtemperatur antreffen); die allgemeine
Zirkulation hindert deshalb auch die sonst starke ortliche und jahreszeitliche Schwankung
der Inversionstemperaturen. Daf3 sich aber auch bei diesen der Einflufl der Jahreszeiten noch
geltend macht, zeigen die Ausfithrungen von |Wagner| (1910), wonach die maximale Tempe-
ratur der Stratophére im Juni mit —52°, die minimale Temperatur im Januar mit —61.4°
ermittelt wurde. Die Schwankung 9.4° ist geringer als die jahreszeitliche Schwankung an der
Erdoberfliche. Unsere Theorie gibt befriedigenden Aufschluf. Die Atmosphére, also auch
die tiefen Schichten der Stratosphére, sind im Sommer reicher an Wasserdampf; je geringer
der Gehalt an Wasserdampf, desto hoher die Temperatur dieser Schichten (vgl. die kleine
Tabelle |1 auf Seite 39). Die tiefere Temperatur der strahlenden Schichten der Troposphére
wird durch geringeren Wasserdampfgehalt der oberen Inversion zum Teil kompensiert. In
diese Verhéltnisse werden die Untersuchungen des folgenden Abschnitte weiteren Einblick
geben.

6 Die Strahlung der Atmosphiare

Die Untersuchungen des letzten Kapitels bestimmten die Temperaturen des Strahlungsgleich-
gewichtes der Atmosphére, falls die Wiarmebilanz gegeben ist. In diesem Kapitel behandeln
wir das umgekehrte Problem. Gegeben seien die Temperaturen der Atmosphére und die
auflere Zustrahlung; wir fragen nach den Strahlungen, die jeden Querschnitt der Atmosphére
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durchsetzen und an ihren Grenzflichen austreten. Wir gehen von denselben Voraussetzun-
gen aus: jede Schicht absorbiert und emittiert proportional ihrem Gehalte an Wasserdampf;
die kurzwellige Sonnenstrahlung und die langwellige Strahlung von der tiefen Temperatur
der Erdoberfliche und Atmosphére sollen jede fiir sich als grau betrachtet, d.h. durch einen
mittleren Absorptionskoeffizienten k; resp. ko behandelt werden konnen.

Die absteigende Strahlung B besteht aus den Bestandteilen By und By, B; die kurzwellige
Sonnenstrahlung, By die langwellige Strahlung der erwédrmten Atmosphére. Die aufsteigende
Strahlung A, herriihrend von der Strahlung der Erdoberfliche und der Atmosphére ist so
tief temperiert, daf§ wir den kurzwelligen Anteil A; gegeniiber A, vernachléssigen konnen.
Ebenso beriicksichtigen wir von der Strahlung eines schwarzen Korpers von der Temperatur
der Atmosphire lediglich den langwelligen Teil, setzen also Fy = E = sT*. Dann lauten
die beiden Hauptgleichungen wie im vorangehenden Kapiteln (siehe Kapitel [2 auf Seite 14}
speziell Gleichungen (26 auf Seite 14))):

dB dB dB
T L T2 kB — koBy + ko
dm dm  dm

= — k?lBl — k‘ng + k?QE

dA dA
% - d_T)’LZ - +k2A2 - kZQEg
- +I€2A — ]{ZQE

und entsprechend der Gleichung (|77 auf Seite 35| setzen wir

k’l = b1m3 k’Q = b2m3

worin fiir mittlere Feuchtigkeitsverhéltnisse b, = 0,4, by = 9,2 angenommen werden kann.
Statt Strahlungsgleichgewicht anzunehmen, betrachten wir die Temperaturverteilung der
Atmosphére, also E als Funktion von m gegeben, und integrieren.

Wie oben S. erhalten wir B, = oe 4 und
by bo

— —m? _ 2 m
By = Boe 4 + bee 4 /m3e
0

Beachten wir, da8 B, (der Wert B an der oberen Grenze der Atmosphiire) gleich Null ist,
so erhalten wir schliellich nach leichter Umformung

dm

bl 4 b2 4 b2 4 M b2 4
-~ m - -/ m -~ m + —m dE
B=oe * —Ee? tE_c 4 /e 4% m (93)
dm
0

worin £ den Wert von E an der oberen Grenze der Atmosphire bedeutet. Ebenso ergibt
sich

by by

R 4

m by
+—m !
A= Ae 4 — bye 4 /m3e 4 Edm
0



und nach leichter Umformung

25 4 At e
A=(A-F E — —d 94
( Je + e /e dmm (94)
0

oder wenn wir statt der Werte A und E an der oberen Grenze die Werte 4 und E an der
unteren Grenze m = M der Atmosphére einfiihren

b b b

+—(mi-m) +—mt - m
A=(A-E)e 4 yE—e d /e 4 %dm (94a)
0

Hétten wir die Absorption unabhéngig von der Hohenlage der Schicht anzunehmen, so

waren in den Gleichungen (93 auf der vorherigen Seite]), Gleichung (94]) und Gleichung (94a))
b b

lediglich —m* durch k; = 0,1 und m"L durch ko = 2,3 zu ersetzen. Die Gleichungen (93 auf]

Ider vorherigen Seite]), Gleichung und Gleichung (94a)) enthalten die vollstandige Losung
des Problems. Bilden wir ihnen entsprechend

(ngE — klel - kQBQ - k:lA)dm, (95)

so erhalten wir die Energieabgabe jeder Schicht, und dadurch ihre Abkiihlungsgeschwindig-
keit. Integration nach m gibt die Warmeabgabe atmosphérischer Schichten von endlicher
Dicke.

6.1 Anwendung der gewonnenen Gleichungen.

Wir stellen erst in der folgenden kleinen Tabelle die Temperaturen zusammen, bei denen ein
Grammkal.

schwarzer Strahler die Menge £/——————— ausstrahlt.
cm? - min.
Tabelle 3:

Grammkal. T E Grammkal. T

cm? - min. cm? - min.
0,148 210 0,467 280
0,212 230 0,500 285
0,262 240 0,537 290
0,296 250 0,615 300
0,347 260 0,701 310
0,403 270 1,014 340

6.1.1 Die nachtliche Strahlung einer anfangs isothermen Atmosphare

Die Temperatur sei T. Konstanz der Temperatur hat Konstanz von E zur Folge. Also ist

dE —
= 0, F = E = E. Den néchtlichen Verhaltnissen Rechnung tragend setzen wir in Glei-

m
chung (|93 auf der vorherigen Seite)) ¢ = 0 und erhalten

47



B=E|l-e¢ (96)

by

+—(mi-m*)

A=(A- E)e +E (97)

Da wir nur die Strahlung der Atmosphére selbst beurteilen wollen, nehmen wir weiter an,
dafl die Erdoberfliche ebenfalls auf gleicher Temperatur sei und wie ein schwarzer Korper
strahle, oder bei geringerem Strahlungsvermogen sich auf etwas hoherer Temperatur befinde,
so dafl wir haben A — E, und wir erhalten

A=E. (97a)

Die fiir unsere Untersuchung ungleich wichtigere Strahlung B wird durch diese Vereinfa-
chung nicht beeinflut! Gleichung (97a]) liefert wieder den S. [10] ausgesprochenen Satz, daB
eine isotherme Atmosphire die Strahlung einer gleich temperierten schwarzen Flédche nicht
andert. Eine auf ihrer Oberseite spiegelnde, auf ihrer Unterseite schwarze, horizontale Fléache
wiirde an jeder Stelle der Atmosphére eine von der Hohe unabhéngige Strahlung an Inten-
sitidt gleich der Erdstrahlung messen. Umgedreht mifit die Fliche die durch Gleichung (

by

— i

4

bestimmte, erdwérts gerichtete Strahlung der Atmosphére. Der Faktor 1 — e ist, wie
leicht ersichtlich, das Absorptionsvermogen der oberhalb des Niveaus m gelegenen Schichten,
so da} Gleichung ( der Ausdruck des Kirchhoffschen Satzes ist, der hier, da wir einen
isothermen Strahler annehmen, unveréndert gilt. Fiir die Bodenschicht, m = 1, ist bei mitt-
b,
leren Feuchtigkeitsverhéltnissen e 4 _ 0,1, so dafl die Erdoberfliche von der Atmosphére
Wirmemengen zugestrahlt erhélt gleich 90 % der Strahlung eines gleich temperierten schwar-
zen Strahlers! Mit zunehmender Erhebung nimmt die Zustrahlung der Atmosphére rasch ab.

Wir stellen in folgender, kleinen Tabelle die Zustrahlung der Atmosphére fiir verschiedene

Grammkal.
Temperaturen in verschiedenen Hohen zusammen, ausgedriickt in ———————, die Héhen

cm? - min.
geniigend genau berechnet fiir 7' = 0°C.

Tabelle 4:

T  -20° —10° 0° 10° 20°
h=0m 028 032 038 044 0,50
1000m 0,23 027 0,315 0,37 0,42
2000m 0,18 021 0,23 028 0,32
3000m 0,12 0,14 0,16 0,19 0,22
4000m 0,08 0,10 0,111 0,113 0,15
5590m 0,04 0,05 0,055 0,06 0,07
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An direkten Messungen liegen vor (Trabert, |1911], S. 456):

Tabelle 5:

Neapel Wien Ziirich Rauris Sonnblick
60m 220m 440m  950m 3100 m

Beobachtete Temperatur 22° 19° 15° —6° —1° —12°

Gegenstrahlung der Atmosphére 0,40 0,41 0,37 0,21 0,23 0,12
W

Gegenstrahlung der Atmosphére in — 279 286 258 147 160 84
m

Die Differenzen berechnet - beobachtet sind (mit einer Ausnahme) positiv, mit wachsen-
der Hohe abnehmend, beides selbstverstédndlich, da der Rechnung mit der Hohe konstante
Temperatur zu Grunde liegt.

Die Zahlen zeigen im Vergleich mit den Zahlen der vorangehenden, den Zusammenhang
zwischen F und T darstellenden Tabelle den gewaltigen Strahlungsschutz einer isothermen
Atmosphére bei mittleren Feuchtigkeitsverhéltnissen. Im Meeresniveau betrigt die Gegen-
strahlung dieser Atmosphére 90 % der Ausstrahlung der maximal (schwarz) strahlenden Erd-
oberfliche, sie kann also deren Wérmeverlust auf den 10. Teil herabsetzen. Sie zeigt ferner
den auflerordentlichen Einflul des Wasserdampfes, denn die Abnahme der Zahlen mit der
Hohe ist in erster Linie der Abnahme des Wasserdampfes in hoher liegenden Niveaus zuzu-
schreiben.

Um die von einer atmosphérischen Schicht abgegebene Warmemenge d@) zu berechnen,
bilden wir Gleichung (95 auf Seite 47)), erhalten

b,
dQ =+ Ee * bymidm (98)
und integriert
bo bo
— Zml — ZmQ
Q=E]|e —e . (98a)

RQ=FE|1-—c¢ ,

das ist die durch die Strahlung B beforderte Menge. Die von jeder Schicht abgegebene Warme
wandert also nur in Richtung Erde. Selbstverstéindlich, denn der konstante Energiestrom A,
der die Atmosphére in Richtung Weltenraum verléafit, tritt an ihrer Unterfldche ein.
Die Temperatur jeder Schicht sinkt in der Minute um den Betrag
by

m 4

4 3
FE
Ao Be " bem” (99)

Cp

und die Mitteltemperatur der Schicht von m; bis ms um
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AT = PR (99a)

Die Temperatur sinkt nicht in allen Schichten gleich rasch. Die Isothermie wird infolge des
Strahlungsprozesses aufhoren, allerdings sehr langsam. Die rascheste Temperaturdnderung

erleidet die Schicht m* = ™ (wie aus Gleichung (|99 auf der vorherigen Seite)) leicht zu
2

ermitteln ist); also in einer Hohe von rund 2250m; ihre Temperatur sinkt bei T= 270°
per Minute um 0.00323°; zu einem Grad Abkiihlung sind 5Stunden 10 Min erforderlich.
Fiir Abkiihlung im Mittel um 1° benotigt die unterste Schicht von 1km Hohenerstreckung
7Stunden 20 Min, die ganze Atmosphére 10 Stunden 45Min. Der Strahlungsprozefl einer
Nacht vermag deshalb eine isotherme Atmosphére nicht wesentlich zu éndern, die tiefsten,
staubbeladenen Schichten ausgenommen; die tiefen Temperaturen der Stratosphére reagieren
nicht mehr bemerkbar auf den Wechsel von Tag und Nacht.

6.2 Die ndchtliche Strahlung einer polytropen Atmosphare (Emden,
1907, Kap. XVII, § 2)

Wir rechnen unter denselben Grenzbedingungen wie in dem eben erledigten Falle, setzen
also 0 = 0 und A = E und erhalten aus den Gleichungen (|93 auf Seite 46) und Gleichung
(94 auf Seite 47)), da in jeder polytropen Atmosphire die Temperatur bei konstantem Werte
von ¢ linear mit der Hohe abnimmt, also £ = 0 wird,

by

24 p—
dE
B=F—c¢ 4 /e 4 —dm

dm
0

+b_2 4 M by 4
" 4™ dE
A=F+e 4 /e 4 —dm

dm

Um die Rechnung moglichst zu vereinfachen, setzen wir

m
E=FE,— M=1
0M7

Da m ~ p und E ~ T*, haben wir die Polytrope, die sich nur bei Konvektion ausbilden
kann - aber die Konvektion verursacht gleichzeitig Abweichungen von der idealen Polytrope.

k—1 1
)
Ty Do Do

4
also Kk = 3; dies gibt das Temperaturgefille

dT 1 .
k—1
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Die Temperatur nimmt 0.85° per 100 m ab, also ausnahmsweise stark, wahrend wir oben
ausnahmsweise kleines Temperaturgefille beriicksichtigten. Wir konnen deshalb die Strah-
lung unter mittleren Verhéltnissen beurteilen. In der Kapitel [3 auf Seite 20| besprochenen
Arbeit hat Gold dieselben Temperaturgradienten angenommen; wir sind deshalb in der Lage,
seine Ergebnisse mit unserer vervollkommneten Theorie vergleichen zu konnen.

Wir erhalten so

e
B=EFEy|m—e 4 /e 4 dm (100)
0 -
— b2 " bg -
+Z'm - Zm
A=Ey |m+e /e dm (100a)

Die Integrale lassen sich durch Entwicklung in Reihen auswerten, die, da ZQ = 2,3, na-

mentlich fiir den Maximalwert m = M = 1 schlecht konvergieren. (Fiir m = 1 wurde noch

by

1 9
das 10. Glied 9133 (Z) m3® beriicksichtigt. )

Fiir die Gegenstrahlung B legen wir die Ergebnisse der Rechnung in einer kleinen Tabelle
fest. Ty ist die Bodentemperatur der Atmosphére.

Tabelle 6:

To  —20° —10° ©0°  10° 20° 30°
h=0m 0,26 029 0335 0,39 045 0,51
1000m 0,18 021 027 028 0,32 0,36
2000m 0,12 0,14 0,155 0,18 021 0,24
3000m 0,07 008 009 011 0,13 0,14
4000m 0,04 005 0,05 0,065 007 0,08
5540m 0,015 0,02 0,02 0,03 003 0,03

Die zugestrahlten Energiemengen sind selbstverstédndlich kleiner wie bei isothermer At-
mosphaére; fiir B ergibt sich 0,798 Ej, statt 0,9 Ej.

Zum Vergleiche fithren wir nochmals die wenigen vorliegenden Beobachtungen an und
fiigen die Temperatur Ty bei, die sich auf Grund des angenommenen Gradienten ergeben

wiirde.
Tabelle 7:

Neapel Wien Ziirich Rauris  Sonnblick
60m 220m 440m  950m 3100 m

Beobachtete Temperatur 22° 19° 15° —6° -1° —12°

Ty berechnet 22° 21° 19° 2° 25° 14°

Gegenstrahlung beobachtet 0,40 0,41 0,37 0,21 0,23 0,12

...in,ly; 1279] [286] [258] [147] [160] |84]
m

Gegenstrahlung isotherm berechnet 0,50 0,48 0,44 0,29 0,16 0,14

...in Kz 349 335 307 202 112 98
m

Gegenstrahlung polytrop berechnet 0,46 0,42 0,38 0,24 0,14 0,12

...in KQ 321 293 265 167 98 84
m
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Die Ubereinstimmung mit den beobachteten Werten ist so vollstéindig, als mit Riicksicht
auf die Schwierigkeit der Messung und die der Rechnung zu Grunde gelegten mittleren
Verhiltnisse erwartet werden kann. Auffillig ist die Nichtiibereinstimmung mit der Mes-
sung 0,23 auf dem Sonnblick (die zweite Messung gibt vollstindige Ubereinstimmung):;
im Vergleiche mit den iibrigen Messungsresultaten erscheint dieser Wert ausnahmsweise
grof. Diese Ubereinstimmung beweist, dai wir mit unserer ver-
einfachenden Annahme, die Strahlung nur in kurzwellige und
langwellige Strahlung zu zerlegen, den tatsdchlich vorliegen-
den Verhédltnissen sehr gut Rechnung tragen.

Wiirden wir, um uns mittleren Verhéltnissen mehr zu ndhern, den Exponenten der Poly-

7
tropen k = — wihlen, so wiirden wir die Temperaturgradienten —0.49°/100 m. erhalten, und

wir hétten Integrale von der Form

by 3

m + —mt - =
/e 4 m 7dm
0

auszuwerten. Fiir diesen Aufbau der Atmosphére erhalten wir B = 0, 838 E), statt der eben
berechneten 0, 798 Fy resp. 0, 9Fy, isotherm. Die beiden kleinen Tabellen reichen deshalb zur
Beurteilung mittlerer Verhéltnisse vollsténdig aus.

Die Strahlung A kann nach Gleichung (|100a auf der vorherigen Seite|) fiir jedes Niveau
berechnet werden. Ein Freiballon wiirde bei Nacht pro e¢m? horizontalen Querschnittes die
Strahlung B + A erhalten; er kann, wie an anderer Stelle ausgefiihrt werden soll, als Strah-
lungsmesser dienen. Fiir die Strahlung A, welche die Atmosphiire an ihrer oberen Begrenzung
verlaBt, ergibt sich A = 0, 7274E,, also 73 % des Betrages, der unten in die Atmosphiire ein-
tritt. [Fiir den Temperaturgradienten 0,49 ergibt sich A = 0,826 Ey.] Der Strahlungsgewinn
der Atmosphére betrigt deshalb

Eo(1— 0,7274 — 0,798) = — 0,525 5, -kl _ g6 W
cm? - min. m
Sie wird sich infolgedessen um 0.00090°/m oder 1° in 18" 30™ abkiihlen, falls die Bo-
dentemperatur 0°C betrégt. Die Abkiihlung des untersten Kilometers ist selbstverstéindlich
kleiner als 7" 20™, wie sich fiir isotherm ergab. Die Abkiihlungen wihrend der Nacht sind
somit auflerordentlich gering. Um die Warmeabgabe d(@) allgemein zu finden, bilden wir mit
Hilfe der Gleichung ({100 auf der vorherigen Seite]) die Gleichung ([95 auf Seite 47) und

erhalten

b24M_b24

b2 4 m b2 4
—Zm +Zm +Zm Zm
dQ = |e /e dm —e /e dm | bym*dm (101)
0 m

und fiir die endliche Schichte von m; bis ms

bg bz 62 b2
4 my my —+ 4 m — Zm% ma =+ 4 m
Q= e [e dm —e [e dm
0 0
bg 62 b2 b2 (101&)
+_m£11 M — —mt -‘—_mél M — —mt
+e 4 [e L dm—e ¢ [e 4 im
mi m2
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woraus sich fiir m; = 0, mo = M wieder der bereits berechnete Betrag ergibt. Uns interessiert
das durch den Klammerausdruck bedingte Vorzeichen von d@) in Gleichung (
ivorherigen Seite)). Fiir groflere m erhalten wir Warmeabgabe, d@ > 0; wir untersuchen fiir
kleine m. Entwickeln wir die Integrale und Exponentialfunktionen und vernachlissigen m?*
und hoéhere Potenzen von m, so wird der Klammerausdruck

1 by
dm=—(1—=.2
== (7575),

< . <
d@ >0, jenachdem m > 0,27.

also

< <
In allen Schichten, fiir welche m > 0,27, ist die Ausstrahlung > Absorption. Durch
den Strahlungsprozefl werden die hoher wie m = 0,27 gelegenen Schichten gewirmt, die

tieferen abgekiihlt. Berechnen wir die Hohe dieser Schicht. Da der Temperaturgradient
k—1
K
dr 1 T
—— = — —g—— betrigt, aus der Polytropen — = P R sich dT = Todpk — 1
dh . R To Po
/ﬁ; p—
ergibt und p = m, po = M = 1 gesetzt werden kann, erhalten wir Beziehung zwischen m
und h

h

PN CES Y
1-m = —5

(102)

- RTy

k—1

4
fiir unseren Wert k = 3 und m = 0, 27 ergibt sich 1 —m" /= = 0,28 und fiir T, = 273

h = 8950 m.

Fiir die Temperaturgradienten —0.49°/100 m hétte sich 8200 m [fiir —0.1°/100 m 8650 m
ergeben, um mit isothermer Atmosphére bis co zuzunehmen]. An Stelle unseres Wertes
m = 0,27 fand Gold (vgl. oben Kapitel 2 auf Seite 14]) unter anderer Annahme tiber die
Verteilung des Wasserdampfgehaltes 0,25. Oberhalb dieser Hohe wiirde eine polytrope At-
mosphére durch den Strahlungsprozefl erwédrmt, unterhalb abgekiihlt werden. Die Folgen

dieses Umstandes haben wir bereits oben Kapitel |3 aut Seite 20| besprochen.

6.3 Atmosphdrische Strahlung und Sonnenstrahlung

Um unsere Anschauungen iiber die Erwérmung der Erde von mancherlei konventioneller
Unklarheit zu reinigen, stellen wir die Frage:

Kann der Betrag von Strahlung, den die Erdoberfldche
auffadngt, durch eine zwischen Erde und Sonne gestellte, ab-
sorbierende Atmosphéare erhé6ht werden?

Die Antwort wird bejahend ausfallen. Dies leuchtet ein, wenn wir die Frage in anderer Form
stellen: Wiirde nach Wegnahme der Atmosphére die mittlere Temperatur der Erdoberflache
steigen oder fallen? Bei hoherer Temperatur, also stédrkerer Ausstrahlung, muf ihr offen-
bar auch mehr Warme zugefiihrt werden. Rechtfertigt die Atmosphére ihre Auffassung als
, Warmeschutz“, also die Temperatur erhohend, so mufl sie die Bestrahlung vermehren.

Die Tatsache, daf3 eine absorbierende Substanz die sie passierende Strahlung verstérken
kann, erscheint uns widersinnig, da wir unwillkiirlich an die Versuchsanordnung denken, mit-
telst der wir Absorptionskoeffizienten im Laboratorium bestimmen. Zwischen auffangende,
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messende Flache und Strahlungsquelle ist die absorbierende Substanz eingeschaltet. Dabei
miissen, was wesentlich ist, um die schlechthin als Absorption bezeichnete Groéfie zu messen,
absorbierende Substanz und MeBflache auf wesentlich tieferer Temperatur wie die Strah-
lungsquelle sein, so dafl nur die Schwéchung der Strahlung bestimmt wird. Mit steigender
Temperatur der absorbierenden Substanz &ndern sich die Verhéltnisse vollstindig. Nehmen
wir etwa als Strahlungsquelle eine schwarze, glithende Fliche und schalten ein kaltes Gas
vor, so erscheinen die dunklen Absorptionslinien; bei einem heifleren Gase {iberwiegt trotz
der Absorption die Emission, so daf3 die Linien hell erscheinen. Sorgen wir andererseits dafiir,
daB die strahlenden, absorbierenden resp. auffangenden Kérper Wérme nur unter sich durch
Strahlung austauschen konnen, so stellt sich dies System auf Strahlungsleichgewicht ein und
jeder absorbierende Koérper emittiert schwarze Strahlung.

Die Erdoberfliche ohne Atmosphére wird sich bei gleichméBiger Austeilung der Sonnen-
strahlung auf die effektive Erdtemperatur einstellen. Fiigen wir die Atmosphére wieder bei,
setzen graue Strahlung voraus und warten Strahlungsgleichgewicht ab, so stellt sich auch die
Atmosphiére isotherm auf dieselbe Temperatur ein (Kapitel und jede Schicht
wird, aufwérts und abwérts, unabhéngig von ihrer Hohe, von demselben Energiestrom durch-
setzt. Die Strahlung, welche die Erdoberfldche erhédlt, bliebe un-
gedndert, und der ,Wéadrmeschutz“ dieser Atmosphédre wire Null. Strenge
genommen wire er negativ. Die diffuse Reflexion und Wolken vermindern die nutzbare Strah-
lung um 37 %, den Wert der Albedo; aber zweckméifig schalten wir diesen Energiebetrag, da
er nicht in das thermodynamische System eintritt, stets aus unseren Betrachtungen aus.

Lassen wir die zu unbefriedigenden Resultaten fithrende Annahme grauer Strahlung fallen
und teilen wieder die Strahlung ein in kurzwellig und langwellig, so wird die Erdoberflache
bei Strahlungsgleichgewicht von einer Strahlung B getroffen, die durch Gleichung (|81 auf
bestimmt ist. Bezeichnen wir mit o die auf die obere Begrenzung der Atmosphire

einfallende Strahlung, so erhalten wir

B=0d/22=1218 ¢

Wiarmeschutz ist vorhanden; die zwischengeschaltete Atmo-
sphéare verstidrkt die einfallende Strahlung um 22%. Der Mechanismus
des Strahlungsprozesses ist klar. Die Atmosphére wird nicht nur durch die oben einfallende
Strahlung o, sondern hauptséchlich durch die Riickstrahlung der Erdoberflache, die ihrerseits
durch Sonnenstrahlung und Gegenstrahlung der Atmosphére bedingt wird, gewédrmt. Die
Strahlungen B = A = 1,2180 werden durch Absorption und Emission der Atmosphére auf
die Werte B = A = ¢ an der oberen Begrenzung herabgesetzt, so da8 fiir das Ganze sich die
Wiérmebilanz Null ergibt.

Die Konvektionsstrome der langen Zykeln hindern die Ausbildung des Strahlungsgleich-
gewichtes innerhalb der Troposphére. Die Temperaturen der Stratosphére werden dadurch
nicht gedndert; ihre tiefe Temperatur und der geringe Gehalt an Wasserdampf lassen sie
nur geringe Strahlungsmengen aussenden. Die Gegenstrahlung der Atmosphére ist beinahe
ausschlieBlich bedingt durch die Anordnung der Troposphére, namentlich in ihren der Erde
ndheren Schichten. Wir kommen deshalb mittleren Verhéltnissen sehr nahe, wenn wir die
Temperaturabnahme —0.5°/100 m ansetzen; die Temperaturverhéltnisse der tieferen, in er-
ster Linie mafigebenden Schichten sind dadurch geniigend dargestellt. Nach S. 52| berechnet
sich dann die Gegenstrahlung der Atmosphére geniigend genau zu

B=0,84FE,=0,84-5-T,, (103)

wenn Ty die Bodentemperatur der Atmosphére mifit. Um den in Wirklichkeit vorliegenden
Verhiltnissen moglichst Rechnung zu tragen, verlassen wir die Annahme, dafl die Sonnen-
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strahlung gleichméflig {iber die Erdoberfliche verteilt, diese durchgehends auf einer mittle-
ren Temperatur sei. Wir untersuchen mit Beriicksichtigung der geographischen Breite. Da-
zu setzen wir in Gleichung ([L03 auf der vorherigen Seite)) fiir T die mittlere Temperatur
des Breitenkreises, nach Spitaler, und zwar fiir das Jahr, den Juli als warmsten und den
Januar als kéltesten Monat. Damit berechnen wir die Gegenstrahlung B der Atmosphére
und vergleichen mit ihr die Strahlung, welche die Sonne diesem Parallelkreis an der obe-

ren Grenze der Atmosphére zukommen 148t und zwar mit dem vollen Betrag an Strahlung
G kal.

o= w ohne Abzug der Albedo. (Denn es wére zu umsténdlich und unsicher,
m? - min.

die Albedo jedes Breitenkreises zu berechnen.) Die Resultate der Rechnung sind in folgender

Tabelle [9] zusammengestellt.

Tabelle 9:
N. Breite 0° 15° 20°  30°  40° 50° 60°
1. Jahrestemperatur 25.9° 26,3 25,6 20,3 14,0. 56 —0,1
2. Julitemperatur 25.5° 279 28,1 274 23,8 181 14,1
3. Januartemperatur 26.2° 239 21,7 139 39 -72 -16,0
4. Mittlere jahrliche Sonnen- 365 354 345 321 288,5 250 208

strahlung
in Aquatorealtagen

5. Mittlere jéhrliche Sonnen- 880 852 830 773 694, 601 500
. Grammkal.
strahlung in ——— \
- cm? - 24 St.
coin — 426 413 402 375 336 291 242
m
6. Mittlere jéahrliche Gegen- 733 736 732 681 624 554 510
strahlung der Atmosphére
Grammkal. \
in ———
cm‘fv- 24 St.
...in pe3 355 3b7 355 330 302 268 247
7. Sonnenstrahlung ) 381 387 398 411 421,56 421 416
in Aquatorealtagen
8. Sonnenstrahlung =917 9335 958 998 1015 1015 1002
Grammkal. S
in ——— ]
cm‘fV- 24 St.
coin — ) 444 452 464 484 492 492 486
m
9. Gegenstrahlung der Atmo- ) 730 753  7h5 750  T13 660 @ 624
hiire | Grammbkal. .
rein ———
P aeW cm? - 24 St. e
coin — 354 365 366 363 346 320 302
m
10.  Sonnenstrahlung ) 358 285 258 198 135 75 21
in Aquatorealtagen S
11.  Sonnenstrahlung S 863 687 621 477 326 181 51
. Grammkal. &
m-— g
cm‘fv- 24 St. §
...inﬁ ) 354 365 366 363 346 320 302
12. Gegenstrahlung der Atmo- ) 736 713 694 622 540 460 403
.. Grammkal.
sphire in ———— S
W cm? - 24 St. T
coin — 357 346 336 301 262 223 195
m J
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Die ersten 3 Reihen geben die mittleren Temperaturen der angegebenen Breitekreise nérd-

licher Breite, die 4. und 5. Reihe die mittlere jahrliche Sonnenstrahlung in Aquatorealtagen.

Grammkal

und in om® . 24St In letzterem Mafle enthélt die 6. Reihe die Gegenstrahlung der Atmo-

sphére, fgﬁls ihre Bodentemperatur gleich der mittleren Jahrestemperatur des Parallelkreises
angenommen wird, und die 9. Reihe die Gegenstrahlung fiir den Juli, als warmsten Monat.
Reihe 7 und 8 geben die Sonnenstrahlung zur Zeit ihres Maximums, fiir den 20° - 60° am
21. Juni; fiir den 0. und 15. Breitekreis am 20. Mérz und 1. Mai. Reihe 10 und 11 geben
die Sonnenstrahlung fiir den tiefsten Sonnenstand, den 21. Dezember; Reihe 12 die Gegen-
strahlung der Atmosphére fiir den kiltesten Monat, den Januar. (Die kleinen Polarkalotten,
deren Schneebedeckung durch Schmelz und Gefrierprozesse die Warmebilanz aulerordentlich
beeinflufit, bleiben unberiicksichtigt; die Rechnung bis zum 60. Breitekreis gibt geniigenden
Uberblick.)

Betrachten wir erst die mittleren jahrlichen Verhéltnisse. Selbst in dquatorealen Gebie-
ten ist die Gegenstrahlung der Atmosphire nur um 20 - 10% kleiner wie der Zuflufi an
Strahlung auf ihre obere Grenze. Da der Gehalt der Atmosphére an Wasserdampf in diesen
Regionen sicher grofler ist wie der angenommene mittlere Gehalt, wird ihre Gegenstrahlung
noch grofer sein. (Sie kann, da wir B = 0,84 - s - T;f ansetzten, noch immer um 16 % groer
werden.) Bereits zwischen 50° und 60° werden beide Strahlungen einander gleich. Von der
berechneten Sonnenstrahlung geht aber ein betrachtlicher Teil durch Reflexion an Wolken
und diffuse Reflexion fiir die Bestrahlung der Erdoberfliche verloren. Setzen wir den diffus
reflektierten Teil, wie iiblich zu 19 % an, so wird bereits hierdurch die Sonnenstrahlung unter
die atmosphérische Strahlung herabgedriickt. Wir haben also den Satz:

Die jahrliche Gegenstrahlung der Atmosphére ist nur wenig kleiner als die jéhrliche
Sonnenstrahlung, welche die Atmosphédre an ihrer duflieren Begrenzung
trifft, und grofler als die jahrliche Sonnenstrahlun g, welche den fe-
sten Erdboden erreicht.

Reduzieren wir die angegebenen Werte der Sonnenstrahlung um 37 %, den Mittelwert
der Albedo, so erhalten wir zwischen 0° und 30°, also fiir die halbe Erdoberfliche, etwa
840-0, 63 = 530 Kal.; fiir die angenommene polytrope Atmosphére wére die Ausstrahlung der
Erde plus Atmosphére ziemlich genau gleich den angegebenen Werten der Gegenstrahlung;
denn wir fanden S. 52| fiir den Gradienten —0.49°/100 m

B =0,84E,, A =0,83E,.

Die Warmebilanz wiirde also nicht mehr stimmen, da im Laufe des Jahres mehr aus- als
eingestrahlt wiirde. Allein der angenommene Gradient gilt nur fiir die tieferen Schichten der
Atmosphére, welche in erster Linie die Gegenstrahlung bestimmen. Durch diesen Gradienten
haben wir die hoheren Schichten, welche die Ausstrahlung nach oben mitbedingen, viel zu
hoch temperiert; in Héhen von 10 km wiirden wir etwa —25° bis —30°C, statt der Tempe-
raturen der Stratosphére, —50° bis —57°, angesetzt haben. Die Ausstrahlung wird deshalb
bedeutend kleiner ausfallen. (Vgl. das oben S. [42] iiber Wirkung der Konvektion auf hohere

15)Die Betréige der Sonnenstrahlung in Aquatorealtagen sind (Hannl (1908, Bd. I, S. 94 f.) entnommen.

Zur Zeit der Tag- und Nachtgleiche empfiingt der Aquator (1 Tag = 1440 min, Verhéltnis des Erdumfanges

1440 G kal.
o =458,4-0 - ﬂ; die Wanderung der Sonne
T cm? - 24 St.

innerhalb der Wendekreise macht im jéhrlichen Mittel diesen Betrag 0,9692 mal kleiner. Ein Aquatorealtag
entspricht also einer Warmezufuhr von

zum Erddurchmesser = 7, o Solarkonstante)

Grammbkal.

0,9592-458,4 - 0 = 439,70 = 8794 ———" =
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Niveaus Auseinandergesetzte); rechnen wir mit der Strahlung der Stratosphére im Strah-

720 Kal
lungsgleichgewichte, so erhalten wir statt rund TZLaSt im Mittel der Gegenstrahlung,
cm? - )
455 Kal
1440-0,315 = —5——— 5 4aSt gegeniiber den 530 einfallenden Kalorien. Da aber mit zunehmen-
cm? -

der Breite die atmosphirische Strahlung iiberwiegt, wird sich mit geniigender Genauigkeit
die Warmebilanz Null ergeben.

Die folgenden Reihen der Tabelle gestatten die grofite und kleinste tégliche
Gegenstrahlung der Atmosphére mit der gréfiten und kleinsten téglichen Sonnenstrahlung
zu vergleichen. Dafl mit zunehmender Breite die Sonnenstrahlung zur Zeit héchsten Sonnen-
standes die Gegenstrahlung immer mehr iibertrifft, war zu erwarten. Uberraschend ist, in
welchem Mafle zur Zeit tiefsten Sonnenstandes die Gegenstrahlung der Atmosphére iiber-
wiegt. Reduzieren wir die 181 Kal. Sonnenstrahlung, die unter 50° Breite einfallen, noch um
den Wert der Albedo, so erhalten wir 110 Kal., wiahrend die Gegenstrahlung 460 Kal. liefert.
In Mitteleuropa erhédlt der Erdboden im Januar durch die Ge-
genstrahlung der Atmosphédre zwei bis dreimal so viel Wéarme
zugefiihrt als durch Sonnenstrahlung.

Tabelle 10:

N. Breite 0° 15° 20° 30° 40° 50° 60°
1. Sonnenstrahlung in 365 360 345 321 288,5 250 208
Aquatorealtagen g
2. Strahlungstemperatur S 26,5 25,6 23,1 17,1 9,3 -0,7 —128
3. Gemessene Temperatur 259 26,3 25,6 20,3 14,0 5,6 -0,1
4. A -0,6  +0,7 +25 432 +47 +6,3 +12,7
5. Sonnenstrahlung in %” 182,0 193,3 198,56 1984 193 1829 169,5
Aquatorealtagen 3
6. Strahlungstemperatur T; 26,5 378 329 329 30,7 266 21,1

7. Julitemperatur 255 279 2801 274 238 18,1 14,1

8. Sonnenstrahlung in S 1826 166,9 146,7 1226 956 66,8 38,2
Aquatorealtagen %

9. Strahlungstemperatur é 26,5 19,1 10,6 -29 -182 -40 -73,2
10. Januartemperatur ' 26,2 239 21,7 139 3,9 -72 -16,0

Um den Warmeschutz der Atmosphére noch auf andere Weise beurteilen zu kénnen, haben
wir die Tabelle|10] angelegt. Wir bezeichnen als ,,Strahlungstemperatur® die Temperatur, auf
welche die Erdoberflache, graue Strahlung vorausgesetzt, durch die einfallende Sonnenstrah-
lung gebracht wird (Temperatur des Strahlungsgleichgewichtes). Dauert die Bestrahlung
nicht zu kurze Zeit, etwa einige Tage, so wiirde die Erdoberfliche, da Warmeleitung in verti-
kaler und meridionaler Richtung nur eine untergeordnete Rolle spielt, sich auf diese Tempe-
raturen einstellen. Reihe 2 enthélt diese Strahlungstemperaturen fiir die verschiedenen Brei-
ten bei mittlerer jahrlicher Bestrahlung. Die beobachteten mittleren Jahrestemperaturen der
Atmosphére sind nur unbedeutend héher, in 50° Breite rund 6°. Fiir die klimatischen Verhéalt-
nisse ist dies ein aulerordentlicher Betrag; allein vom thermodynamischen Standpunkte aus,
der hier allein mafigebend ist, haben wir mit der absoluten Temperatur zu vergleichen und
erhalten so nur eine Differenz von 2%. Der mittlere jahrliche Warmeschutz
der Atmosphédre ist demnach sehr klein. Reihe 6gibt die Strahlungstem-
peratur fiir die mittlere Strahlung des Sommerhalbjahres. Selbst die Julitemperaturen liegen
tiefer. Im Sommerhalbjahr ist der Warmeschutz der Atmosphére negativ.

Uberraschend groB ist ihr Wiarmeschutz im Winter. Die mittlere Winterstrahlung der
Sonne gibt auflerordentliche tiefe Strahlungstemperaturen (sie wiirden fiir Dezemberstrah-
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lung noch bedeutend tiefer ausfallen), sie liegen bereits in 20° Breite 11° unter der Janu-
artemperatur. Der 50. Breitekreis wiirde ohne Atmosphére sich im Laufe des Winters im
Durchschnitt auf —40°, der 60. auf —73°C einstellen; die Atmosphére erhoht diese Tempera-
turen um 33° resp. 57°. Wir erhalten somitim Winter auflerordentlich grofien
positiven, im Sommer kleinen negativen, im Laufe des Jahres
kleinen positiven Wadrmeschutz der Atmosphé&re Was sich im grofien
zwischen Sommer und Winter abspielt, wiederholt sich im kleineren Maflstabe im Laufe von
Tag und Nacht.

Den bekannten Untersuchungen Augots iiber die Verteilung der Sonnenstrahlung mit
Beriicksichtigung der atmosphérischen Absorption kommt deshalb nur eine eng umgrenzte
Bedeutung zu. Sie geben lediglich den Einflufl der Atmosphére auf die direkte Sonnenstrah-
lung; je kleiner das Transmissionsvermogen der Atmosphére, desto mehr werden die héheren
Breiten, und der Winter im Verhéltnis zum Sommer benachteiligt. Handelt es sich jedoch
um die Nutzbarmachung der Sonnenstrahlung fiir den Erwarmungsproze3 des Erdbodens
und dessen Bedeckung, so verhilt sich die Sache gerade umgekehrt. Je kraftiger die Atmo-
sphére emittiert (absorbiert), desto mehr kommt auf diesem Umwege die Sonnenstrahlung
den hoheren Breiten wenig im Jahr, gewaltig im Winter zugute. Im Sommer ist ihr Warme-
schutz negativ, aber im Winter zehren wir in mittleren und namentlich héheren Breiten von
Sonnenstrahlung, die auf dem Umweg iiber atmosphérische Strahlung zugefiihrt wird. Der
Umstand, dafl durch Gegenstrahlung der Atmosphére die Strahlungstemperatur der mit-
teleuropéischen Breiten um 30° - 60° heraufgesetzt werden, beweist, dafl die Atmosphére
nicht durch Bestrahlung in diesen Breiten ihr grofies Strahlungsvermogen empfangen hat.
Die allgemeine Zirkulation der Atmosphére, die infolge der grofien Temperaturdifferenzen
namentlich im Winter kraftig funktioniert, bringt die in dquatorealen Gebieten mit grofien
Entropiemengen beladenen, strahlungsfidhigen Luftmassen in héhere Breiten. Die allgemeine
Zirkulation gleicht, um ein Bild zu gebrauchen, einem gewaltigen Fohn, der in dem tropi-
schen Kalmengiirtel aufsteigt, die Passatregion und die Roflbreite iiberfliefit und im Nieder-
steigen infolge der hohen potentiellen Temperaturen bei mittlerem Gehalte an Wasserdampf
zu kréftiger Strahlung befihigt ist.

Um zu entscheiden, ob den hoheren Breiten und Landmassen Wéarme in erster Linie
nur durch Sonnenstrahlung und atmosphérische Strahlung zugefiihrt wird, haben wir noch
den EinfluB der Kondensationsvorgénge zu beriicksichtigen. Wenn Wasserdampf konden-
siert, werden Entropiemengen verfiigbar, so daf§ Arbeit und Wérmeabgabe bestritten wer-

den konne. Ist die Arbeitsleistung hinreichend klein, so ist, falls die Kondensation bei 0° ge-
Grammbkal

schieht, die Warmeabgabe rund 600 ————  (bei —10°, 0°, +10° = 613, 607 resp. 589 Kal.).

m
Nehmen wir eine jahrliche Regenhche von 120 cm, so liefert die Kondensation téglich rund

G kal
200 m, wahrend die Gegenstrahlung der Atmosphére rund von 3 fachem Betrage ist.

2
Nun ha%rrélxber Briickner| (1900) gezeigt, dafl jeder Regentropfen durchschnittlich iiber dem
Festlande dreimal niederfillt, ehe er wieder in den Ozean zuriickkehrt. Deshalb sind 2/3 der
durch Kondensation verfiigharen Wirme dem Festlande selbst wéhrend der Verdampfung
entnommen. Bei einer jahrlichen Regenmenge von 120 cm betrégt die durch den dem Ozean

entnommenen Wasserdampf zugefiithrte und durch Kondensation verfiighare Warmemenge

G kal

nur etwa 67 w also rund 10 % der Gegenstrahlung der Atmosphére, wiahrend iiber
cm .

dem Ozean selbst das Verhéltnis ungleich kleiner ist. Die Warmezufuhr durch kondensieren-

den Wasserdampf ist klein gegeniiber der Warmezufuhr der durch Strahlung in tropischen
Gebieten erwirmten, strahlenden Luftmassen.
Den Ausfithrungen dieses Kapiteln wurde ein konstanter, mittlerer Gehalt der Atmosphére
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an Wasserdampf zu Grunde gelegt. Das Absorptionsvermo6gen der Atmosphire
als Funktion des Gehaltes an Wasserdampf ist viel zu wenig bekannt, um die nach Ort und
Zeit so variable Menge desselben mit geniigender Sicherheit in Rechnung ziehen zu kénnen.
Diese fiir den Warmehaushalt der Erde so iiberaus wichtige Grofle kann auf Grund der
entwickelten Theorie durch systematische Messungen der Gegenstrahlung der Atmosphére
gewonnen werden.
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